| ЭАЕМЕНТЫ МАТЕМАТИКИ 


Н. БУРБАКИ 
ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


МЕРА ХААРА 
СВЕРТКА И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


Группа французских матема- 
тиков, объединенная под псевдо- 
нимом «Бурбаки», поставила пе- 
ред собой цель — написать под 
общим заглавием «Элементы ма- 
тематики» полный трактат совре- 
менной математической науки. 

Много томов этого трактата 
уже вышло во Франции. Они вы- 
звали большой интерес матема- 
тиков всего мира как новизной 
изложения, так и высоким науч- 
ным уровнем. 

Книга рассчитана на матема- 
тиков — научных работнинов, 
аспирантов и студентов старших 
курсов. 


es es 


ee 


LT Re EP, 


~ > 


τὰς > ΧΦ 


EI IE DE Sue 


+ 


RENE EE AE 
SPS EP oe, 


=, 


ee 


ee 
et tee 


= Les 
PRÉ TA ET STI 


ET 


sr 


RP 


ᾱ- 
ee 


et ee, 


το ος 


М. BOURBAKI FASCICULE ХХУ 


ELEMENTS 
DE MATHEMATIQUE 


PREMIERE PARTIE 


LIVRE VI 


INTEGRATION 


τ; 


HERMANN 


115, BOULEVARD SAINT-GERMAIN, PARIS VI 


ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИКИ 


Н. БУРБАКИ 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
МЕРА ХААРА 
СВЕРТКА И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


ПЕРЕВОД С ФРАНЦУЗСКОГО 
Е. И. СТЕЧКИНОЙ 


ПОД РЕДАКЦИЕЙ 
Д. А. РАЙКОВА и С. Б. СТЕЧКИНА 


ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА » 
ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
МОСКВА 1970 


517.2 
Б 91 
УДК 517.397 


H. Bypdaru 


Интегрирование 
Векторное интегрирование. Мера Хаара. 
Свертка и представления 


М., 1970 r., 320 стр. с илл. 
Редактор М. М. Горячая 


Техн. редактор К. Ф. Брудно Корректоры С. Н. Емельянова, H. Б. Румянцева 


Сдано в набор 15/IX 1969 г. Подписано к печати 5/VIII 1970 г. Бумага 60X90/16. 
Физ. печ. л. 20-3 вкл. Yen. печ. x. 20,75. Уч.-изд. л. 19,20 Тираж 35 000 экз. 
Цена книги 1 р. 63 к. Заказ 42 


Издательство «Наука» 
Главная редакция 
Физико-математической литературы 
Москва, В-71, Ленинский проспект, 15 


Московская типография № 16 Главполиграфпрома 
Комитета по печати при Совете Министров СССР. 
Москва, Трехпрудный пер., 9. 


Г 
} 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


Глава УГ. Векторное интегрирование 


§ 1. Интегрирование вектор-функций 


1. Скалярно существенно интегрируемые нь ARS tete 

2. Свойства интеграла OT скалярно существенно интегрируемой 
функции и 

3. Интегралы от операторов 

4. Свойство (GDF) . ; | 

5. Измеримые и скалярно ежа TE 

6. Применения: I. Распространение непрерывной ыы на 
пространство мер À i г ; ; $ 

7. Применения: ΙΙ. Новые N оо ome 
непрерывной функции со значениями в пространстве опера- 
TOBOBL N. RE АЕ а Sg AHS 

Упражнения 


$ 2. Векторные меры 


1. Определение векторной меры 3 
2. Интегрирование относительно векторной меры 
3. Мажорируемые векторные меры : 
4. Векторные меры с базисом U 
Ὁ. Теорема Данфорда — Петтиса ἢ 
6. Сопряженное к пространству Ly (Е — и баре 
хово пространство) 2. 2:87 4.2 ; κόνιν A ANS Ni DUR À 
7. Интегрирование вектор-функции относительно векторной 
меры а: 
_8. Комплексные меры i 
9. Ограниченные комплексные меры a ure SR 
10. Образ комплексной меры; индуцированная комплексная мера; 
произведение комплексных мер 
Упражнения 


$ 3. Дезинтегрирование мер 


1; 


> 


Дезинтегрирование меры и относительно иц-собственного 
отображения 


Et à wb 


ОГЛАВЛЕНИЕ 
Псевдообразы Mep ......... а DUT HA Tg? 
Дезинтегрирование меры μ. относительно ее ποονχουδρασα 
Измеримые отношения эквивалентности ... и 


Дезинтегрирование меры по измеримому отношению экви- 
валентности 


Упражнения 


Приложение к главе VI: Дополнительные сведения о топологических 
векторных пространствах . 


1% 
2. 


Билинейные формы и линейные отображения . 
Некоторые типы пространств, обладающих свойством (сов) 


Исторический очерк к главе VI 


Глава УП. Мера Хаара 


$ 1. Построение меры Xaapa . 


11. 


. Определения и обозначения 


Теорема существования и единственности 
Модуль . 


. Модуль Less 

. Мера Xaapa произведения . ; 
. Мера Xaapa проективного ΛΝ 
. Локальное определение меры Χ 8808 
. Относительно инвариантные меры 

. Квазиинвариантные меры 


Локально компактные тела. LPS REINE N 
Конечномерные алгебры над локально компактным телом 


Упр ажнения . ® e . . . . LA . . . . e . LA . . » . 9 


$ 2. Факторизация пространства по группе; однородные пространства 


Pome Ne 


3 


10. 


. Общие результаты . 


Случай у = 1 


. Другая интерпретация меры A” . 


Случай, когда Х/Н паракомпактно ERSTER, 
Квазиинвариантные меры Ha однородном ОД RTL ; 


Относительно инвариантные меры на однородном HPOCTPAH- 


стве. 


‚ Мера παρά. Ha оне 
8. 
9. 


Одно свойство транзитивности . Sete aes Lo à 
Построение меры Xaapa группы, исходя из мер Хара неко- 
торых подгрупп 3 : 
Интегрирование в ro Saab 


Упражнения 


$ 3. Приложения и примеры. 


Ze 
2. 


Компактные группы линейных отображений 
Тривиальность расслоенных пространств и иен р 


87 
88 
90 


95 
97 


104 


101 
103 


106 
109 


110 


110 
114 
119 
122 
123 
124 
129 
130 
131 
132 
137 
139 


151 


151 
155 


157 
163 
166 


171 
173 
174 


178 
180 
183 


187 


187 
190 


3. 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


т NT ARE OG at A lace fake eta 


νη LS N re 


Нриложение: ERBE VE ER ET ARE 


Иризожвовие I Bene ME N a a oe a 


Глава VIII. Свертка и предетавления ......... 


1; а CT ee ο и Uae OR PTS 


+, 
LL ACCOMMA THR BOOT ET ren 

. Случай ограниченных Mep........... 

. Свойства, касающиеся носителей. .......... ER 
. Векторное выражение свертки.......... 


σι > © 15 


Определения и‘примеры:. 2. Е. 


УП PAHOA N ei te И, 


$ 2. Линейные представления групп .......... . 


10H 


. Непрерывные линейные представления . . . . . . AT ES A 
. Контрагредиентное представление ............ 
. Пример: линейные представления в пространства непрерыв- 


FORE BREE >... 0 Е О я a Lu el Cu: ον ER 


. Пример: линейные представления в пространства мер 

. Пример: линейные представления в пространства LP ,.. . 
. Продолжение линейного представления группы G на меры на G 
. Соотношения между эндоморфизмами U(u) и эндоморфизма- 


а ан маю 


DLE TOIT а ен а 


83: σποριΚα MOD на гора ck RT i ies NG eee δ) 


T. 
2. 
3. 


AMPCODE Га AEE HI А" 
Случай группы, действующей в HPOCTPAHCTBE ....... 
Свертка и линейные представления ........... 


EDR MOMIE о Е ани а 


$4. Сверткамер и функции ии 


4 
. Примеры свертываемых мер и функций . . . . . . . . . . 
BB DTRG и COMPARERHOCTD > vn er en 
. Свертка меры и функции на группе ........... 
. Свертка функций на группе ...... Е TE 
PROMOS A ос ee Un EE 
a 


D σι à 65 ND 


Свертка меры и функции . . . . … . . . . . . . nr 


POLY CEA PROT и оны 


VERORKHOBDN TEN REN RE en ee Ba RE 


$ 5. Пространство замкнутых подгрупп. . . + +. + + . +. . 


1% 
2. 


Пространство мер Хаара замкнутых подгрупп группы G . . 
Полунепрерывность объема однородного пространства... 


238 
241 


243 


243 
247 
248 
251 


256 


256 
260 
266 
269 
271 - 
279 
278 
280 


291 


291 
294 


8 ОГЛАВЛЕНИЕ 


3. Пространство замкнутых подгрупп группы G . . 


297 


4. Случай групп, не имеющих произвольно малых конечных 


А ολο 
5. Случай коммутативных групп. 


ET N 
302 


6. Другое истолкование топологии пространства замкнутых 


р и 
Упражнения .. . . | 


Исторический очерк к главам УП и VIII 
Указатель обозначений . 

Предметный указатель 

Определения главы VI 

Основные формулы главы УП 


Достаточные условия существования свертки 


.. 304 
306 


308 
315 
PAST 


. Вклейка ] 


. Вклейка II 


. Вклейка III 


ГЛАВА VI 
ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


В этой главе, если F— отделимое локально выпуклое простран- 
ство (над полем В или С), то через Е’ обозначается его сопря- 
женное, через Е” — его второе сопряженное, а через F'* — алге- 
браическое сопряженное к Ε΄ (пространство всех линейных форм 
на Е’); Е” есть векторное подпространство пространства F'*, 
и Е отождествляется (как векторное пространство без топологии) 
с некоторым векторным подпространством пространства Е”. 
Через F, обозначается векторное пространство Е, наделенное 
ослабленной топологией o(F, F'); в этой топологии относятся 
эпитеты, «слабый» и «слабо». 

В этой главе Т означает локально компактное пространство, 
p(T) или K(T) (соотв. &c(T)) — векторное пространство дей- 
ствительных (соотв. комплексных) непрерывных функций na T 
с компактным носителем; для любого множества A us Т через 
A(T, A) (соотв. & (7, А)) обозначается подпространство про- 
странства &(T) (соотв. %c(T)), образованное теми функциями, 
носитель которых содержится в А. Всюду, где не оговорено против- 
ное, пространство 64 (Т) (соотв. ο΄ ο(Τ)) будет наделяться индук- 
тивным пределом топологий равномерной сходимости в каждом. 
из подпространств &(T, К) (соотв. &'e(T, K)), где К пробегает 
все компактные подмножества из Т. 

Напомним, что эта топология мажорирует топологию рав- 
номерной сходимости и, стало быть, отделима; она индуцирует 
в каждом из “(T, К) (соотв. #¢(7, K)) топологию равномерной 
сходимости (Топ. вект. простр., гл. II, $2, n°4, замечание 3). 
Пространство &'¢(7) отождествляется с пространством, получае- 
мым из (7) путем расширения поля скаляров от В до С. Утвер- 
ждение, что линейная форма на &#(Т) есть мера, означает, что она 
непрерывна (Топ. вект. простр., гл. IT, $ 2, n° 4). 
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$ 1. Интегрирование вектор-функций 


В этом параграфе u означает положительную меру на Г, a F — 
отделимое локально выпуклое векторное пространство над В. 
Для любого отображения f пространства 7 Β F и любого элемента 
=’ пространства F’, сопряженного к Ё, через (f, β΄) или (2’, μὴ) 
обозначается числовая функция & of на Г. Мы говорим, что f 
обладает скалярно свойством Р, если (2', Г) обладает свойством 
P для любого =’ ЕЁ’. Например, f называется скалярно существен- 
HO и-интегрируемым, если для любого &'’ ЕР’ функция (2’, f) су- 
щественно и-интегрируема. 


Отметим, что в этом определении топология пространства F уча- 
ствует лишь через посредство сопряженного к F пространства F’. 
Функция Г, обладающая скалярно свойством Р, будет им обладать 
скалярно и при замене топологии пространства F любой отделимой 
локально выпуклой топологией, согласующейся с двойственностью 
между Ри F'. 


1. Скалярно существенио интегрируемые функции 


Если /— скалярно существенно и-интегрируемое отображение 
T в F, то отображение 4’ > | f(t), z’)du(f) есть линейная 


форма на /’, то есть элемент алгебраического сопряженного Ё”* 
BODES, 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Интегралом от f относительно и называется, 
и обозначается через | f du или \ f (t)du(t), элемент npo- 


странства F'*, определяемый равенством 


a’, [гар | ce’, Г) ар 


для всех ЕЁ’. 


Если — непрерывная вектор-функция с компактным носите- 
лем, то она скалярно интегрируема и определение 1 совпадает 
Ὁ определением интеграла от f, данным в главе ПТ, $4, n° 1. 
С другой стороны, если F — банахово пространство и f существен- 
но интегрируема (гл. У, $ 2, определение 2), то f скалярно суще- 
ственно интегрируема и определение 1 совпадает с определением 
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интеграла от f, данным в главе У, $ 2, n° 2 (гл. У, § 2, предложе- 
ние 6 и гл. ТУ, $4, следствие 1 теоремы 1). 


Пример. Пусть’Х — локально компактное пространство 
и {+ À; — отображение пространства Т в пространство 9% (X) мер 
на X. Утверждение, что семейство ¢ > À; ц-согласовано (гл. У, $ 3, 
определение 1), означает, что оно образовано положительными мерами 
и отображение ¢ —— A; скалярно существенно ц-интегрируемо и и-изме- 
римо в топологии о (M (X), 5 (Х)). Его интеграл относительно U есть 


мера, которая в главе У, $3, n° 1 обозначалась через | A; du (1). 


Замечания. 1) Если F конечномерно, то всякое скалярно 
существенно интегрируемое отображение пространства 7 B F суще- 
ственно интегрируемо (гл. У, $ 2, п” 2). Напротив, в общем случае 
скалярно пренебрежимая функция на компактном пространстве 
Г может даже не быть ц-измеримой (упражнение 12). 

2) Ясно, что интеграл OT f зависит лишь от класса f по модулю 
пространства скалярно локально и-пренебрежимых отображений 
T 8 F. Отметим, что скалярно локально пренебрежимая функция 
g не обязана обращаться в нуль локально почти всюду (упражне- 
ние 12). Однако это будет так, если BF’ существует последователь- 
ность (2„), всюду плотная в топологии o(F', F): действительно, 
пусть H, — локально пренебрежимое множество тех точек Ё ЕТ, 
в которых (g(t), 2.) > 0; тогда объединение Н множеств H, 
локально пренебрежимо и для любого td H при всех п выпол- 
няется равенство (g(t), δ) = 0, откуда g(t) = 0. 


Пусть и — непрерывное линейное отображение пространства 
F в отделимое локально выпуклое пространство G; его сопряжен- 
ное ‘uw есть линейное отображение С’ в F’, a (алгебраическое) 
сопряженное ‘('w) есть линейное отображение Ё”* B G'*, являющее- 
ся продолжением и; мы будем снова обозначать его через и. При 
этом соглашении справедливо 


Предложение 1. Если f есть скалярно существенно и-инте- 
грируемое отображение T в F, то отображение Uo f скалярно 
существенно и-интегрируемо и | 


| @ef)du=u(\ rau). 
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Действительно, при любом 2’€G’ имеем (2’, ис) = (‘и (=), Г), 
откуда вытекает первое утверждение; второе следует из формулы 


<=, | (uf) ἀμλ- | ce" wef) du= Cu (2'), | fau>= 
-α', u ( | f du)» Е 


В частности, скалярно существенно и-интегрируемое отобра- 
жение f остается скалярно существенно и-интегрируемым при 
замене топологии пространства Ё менее сильной топологией. 


ПредложениЕв 2. Пусть Г — скалярно существенно и-интегри- 
руемое отображение Т в Г. Для любой ограниченной и-измери- 
мой числовой функции >20 отображение tr> g(t) f(t) npo- 
странства Т в F (обозначаемое gf или fg) скалярно существенно. 
и-интегрируемо, Г скалярно существенно (gW)-unmeepupyeno 


и | га (вр) = | γε ἀμ. 
Это — непосредственное следствие формулы (=’, gf )=8 (aos: FY 
для любого # € Ff’ и формулы | Ra (ен) = | hg du для любой 


существенно и-интегрируемой скалярной функции Й (гл. У, $5, 
теорема 1). 


Многие предложения о существенно интегрируемых числовых 
функциях дословно переносятся на скалярно существенно инте- 
грируемые вектор-функции. Среди наиболее важных укажем 
условия существенной интегрируемости функции относительно 
меры, определенной плотностью (гл. У, $ 5, теорема 1), или отно- 
сительно образа меры (гл. У, $ 6, теорема 1), или относительно 
индуцированной меры (гл. У, $ 7, теорема 1), или относительно 
суммы некоторого суммируемого семейства положительных мер 
(гл. У, $3, предложение 5). Предоставляем читателю сформули- 
ровать соответствующие предложения. 

Напротив, чтобы получить формулировки, соответствующие 
теоремам о «двойных» интегралах (гл. V, $ 3, теорема 1 и $ 8, 
теорема 1 (теорема Лебега — Фубини)), необходимо усилить усло- 
вия (ср. упражнение 1); так, применив указанные теоремы к каж- 
дой из функций (z’, Г), где 2’ ЕЁ’, получим следующие два. пред- 
ложения: | 
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ПредложениЕ 8. Пусть X — локально компактное простран- 
ство, => Ay— ц-согласованное семейство (гл. У, § ὃ, определе- 
ние 1) положительных мер на X и v= | λι du (t). Пусть, далее, 
f — отображение X в F; предположим, что: 1° f скалярно 
у-интегрируемо; 2° существует такое локально и-пренебрежимое 
множество NET, что для любого TEN отображение f скалярно 
А:-интегрируемо и | ГамеЕЕ. Тогда функция Е — | Гал, onpe- 


деленная для t¢ М, скалярно существенно и-интегрируема и 


| F@av@=| uO) @) ам (a). 


ПредложениЕ 4. Пусть Т и Т’-— локально компактные про- 
странства, μ. (соотв. и’) — положительная мера на Т (соотв. 7’) 
и v=u®& wu’ — мера-произведение на Х=ТхТ’. Пусть, далее, 
f — отображение X в F. Предположим, что: 1° f скалярно 
у-интегрируемо; 2° существует такое локально ц-пренебрежимое 
множество NT, что при любом TEN отображение Г > 


p> f(t, t’) скалярно ц’-интегрируемо и \r (£, {’) du’ (t’)E F. Тогда 


функция tr | f (é, Г) ἀμ’ (Г), определенная для té N, скалярно 


существенно и-интегрируема u 


ле, арфа =) ан | γα, аи (0. 


2. Свойства интеграла от скалярно существениюо 
инлтегрируемой функиии 


‚ПреЕдложЕНИЕ 5. Пусть и — ограниченная положительная 
мера на T, S— и-измеримое множество, несущее u (гл. У, $5, 
n° 7), и Г скалярно и-интегрируемая*) функция со значениями 
в Г. Пусть, далее, D — замкнутая выпуклая оболочка множества 
T (Ss) ‚в пространстве F'*, наделенном топологией o(F'*, F'). 


Тогда | fdueu(T)D. 


*) Напомним, что для ограниченной положительной меры U понятия 
р-интегрируемой и существенно п-интегрируемой функции совпадают _ 
(гл. У, $ 2, следствие предложения 3). 
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Поскольку Ш) является пересечением замкнутых полупро- 
странств, содержащих f(S) (Топ. Bert. простр., гл. Il, § 3, 
следствие 1 предложения 4), достаточно доказать, что соотноше- 
ние (f(t), 2’)<a для всех 165 (где 2’€F’, aER) влечет 
Ca, | du) <au (Т); HO так как | rau - | Î du, то это выте- 

| 5 
кает из предложения 1 $ 4 главы IV. 


Следствие. Пусть u — ограниченная положительная мера на T, 
5 — и-измеримое множество, несущее и, u Г— отображение T 
в Е, скалярно и-измеримое и такое, что f (S) содержится в не- 
котором выпуклом слабо компактном множестве А < ГЕ. Тогда f 


скалярно и-интегрируемо и | Гаев (ГАС Е. 


В самом деле, для любого #’€F’ функция (2’, Г) и-измерима 
и ограничена на ©, а значит, интегрируема, чем доказано, что f 
скалярно интегрируема. Кроме того, A, будучи компактным в Fo, 
замкнуто в /”*, и замкнутая выпуклая оболочка множества f (5) 
в F’* содержится в А, что завершает доказательство следствия. 


ПредложеЕниЕ 6. Пусть Г — скалярно существенно п-интегри- 
руемая функция со значениями в Е u | Ганег. Для любой 


полунепрерывной снизу полунормы 4 на Е имеем 


a({ fan) < |" (ве) ἀμ. 


Обозначим через D множество rex 4€}, для которых 4 (4) < 1; 
D замкнуто, выпукло и содержит 0, а значит, D = D” (Ton. 
вект. простр., гл. IV, $ 2, следствие 2 предложения 4). Следо- 
вательно, достаточно доказать, что для любого 2’ Е D° выполняется 


неравенство =’, | f du) |< | (qof)du; но это сразу вытекает 
из того, что |(=’, f (t)|<q(f (1) для любого ЕЕ Г. | 


Отметим, что числовая функция qof не обязана быть ц-измери- 
мой (упражнение 12). 


ПредложеЕниЕ 7. Пусть f — отображение Т в Е, скалярно 
существенно и-интегрируемое и такое, что f(K) для любого 
компактного множества К из Т содержится в некотором слабо 


ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ 45°; 


компактном уравновешенном выпуклом множестве из К. Тогда 
| f du принадлежит второму сопряженному Е" к Е. 
{ 


Для любого компактного множества А © T° имеем 
| Гфк du = | (фк) а (xb); 
к ограниченной мере фки и функции fo, применимо следствие 
предложения о, так что | fox duEF. Так как (2’, Г) для любого. 
ЕК существенно и-интегрируема, то (гл. У, $ 2, предложение 8) 
| (=’, f)du=lim | (=, f) px du, где предел берется по возрастаю- 
щему меня множеству всех компактных подмножеств. 


из Г. Отсюда заключаем, что \r φκ du сходится по этому MHO- 
жеству к | ла в топологии о (Ё”*, А’). Ho 
<=, | fond =| ft, Г) фк |< (it, Plan, 


а это показывает, что множество элементов | ГФк du ограничено 


в F5, а значит, также в / (Топ. вект. простр., гл. IV, $ 2, тео- 
рема 3). Поэтому предложение 7 вытекает из следующей леммы: 


_ Лемма 1. Замыкание в F'* (в топологии o(F’*, Е’)) всякого 
ограниченного множества из F содержится во втором сопряжен- 
ном Е”. 

В самом деле, ограниченное множество из F содержится в поля- 
ре (в Ё”) окрестности нуля сильного сопряженного А’ к F и, стало 
быть, относительно компактно в Ё” в топологии o(F”, F’) (Ton. 
вект. простр., гл. IV, $ 2, предложения 1 и 2); а поскольку 
o(F”, F') индуцирована топологией o(F'*, Е’), то лемма доказана. 


Следствие. Предположим, что Е полурефлексивно, и пусть 
Î — скалярно существенно u-unmeepupyemoe отображение Т в F, 
при котором Г(К) для любого компактного множества К us T 


ограничено. Тогда | Гав принадлежит Е. 


Действительно, всякое ограниченное множество в F orHocu- 
тельно слабо компактно (Топ. вект. простр., гл. IV, § 3, тео- 
`рема 1) и Ё=/”. 
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ПредложениЕ 8. Пусть и — ограниченная положительная мера 
на Т, 5 — и-измеримое множество, несущее u, и f — такое ц-измери- 
мое отображение Т в Е, umo f(S) содержится в некотором, уравно-: 
вешенном выпуклом ограниченном и полном множестве В us F. Toe- 


Oa f скалярно существенно и-интегрируемо и | fduEeu(T)BcCF. 


Так как 5 п-интегрируемо, то существует его разбиение, 
состоящее из и-пренебрежимого множества N и последователь- 
ности (Κα) таких компактных множеств, что сужение f на каж- 
noe К» непрерывно (гл. ТУ, $5, n° 1); следовательно f (Κα) есть 
компактное множество в #. Тогда замкнутая уравновешенная 
выпуклая оболочка B, множества [μ᾿ (Κα) предкомпактна (Топ. 
вект. простр., гл. Il, $ 4, предложение 2) и содержится в полном 
подмножестве В из F, а значит, компактна, и, тем более, слабо 
компактна. Значит (следствие предложения 5), f Фк, скалярно 


и-интегрируемо и Ên = | px „du € и (К») Bn < U (Kn) В. Следова- 


тельно, для любой непрерывной полунормы р на Ё имеем р (Zn) < 
<p (Κα) sup p (x); поскольку В ограничено и ряд с общим членом 
жЕ В 


и (Kn) сходится и имеет сумму и (7), то легко видеть, что после- 
довательность с общим членом Sn = #4 + 59 +... + η есть последо- 
вательность Коши в полном подмножестве μ (Т)В из Г. Стало 
быть, эта последовательность сходится к некоторому элементу 48 
из u(T)B; а так как можно предположить f (t) =0 на Г— 5, 
то, применяя теорему Лебега к каждой из функций (2’, Г) (#' ЕЁ’), 


получаем, что 8 = | F du. 


3. Интегралы от операторов 


Пусть G и Н — отделимые локально выпуклые пространства 
над R и пусть теперь F есть пространство Z(G; Н) всех непрерыв- 
ных линейных отображений GBH, наделенное топологией простой 
сходимости. Тогда сопряженным Ζ΄’ x F служит пространство 
G ΘΗ’ (Ton. вект. простр., гл. IV, $ 2, следствие предложения 11), 
и утверждение, что отображение U пространства 7 в F скалярно 
существенно и-интегрируемо, означает, что для любого a EG 
и любого 6 ЕН’ числовая функция te (U(t), а® δ') = 
= (U(t) а, δ΄) существенно и-интегрируема. 
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Предложение 9. Пусть 0 — скалярно существенно и-интегри- 
руемое отображение Т в F=%,(G; H). Для того чтобы 


[u du€F, необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялись 


v 


следующие два условия: 

а) | (U (ἡ) α) du (t)€ H для любого KEG. 

b) Для любого равностепенно непрерывного множества В’ из H' 
множество линейных форм из’: > | (U (tha, y’)du(t), ede y 
пробегает В’, равностепенно непрерывно. | 

Условия необходимы. В самом деле, так как для любого KEG 
отображение 45: Vr>Vx пространства £,(G; H) в Н линейно 


и непрерывно, то легко видеть (предложение 1), что жо@:& => 
> U (t) α; скалярно существенно и-интегрируемо и 


= | (U (+) dud, (4) 


где S= | Udue£,(G; H). Этим доказано. а). При этом фор- 


мулу (1) можно также записать в виде 
(Sa, у’) = | U (0х, у) du () =, uy), (2) 


так что ‘Sy’ = uy. А так как 5 непрерывно, то '5 переводит вся-. 
кое равностепенно непрерывное множество из Н’ в равностепенно 
непрерывное множество в С’, чем доказано b). | 
Обратно, предноложим, что a) и b) выполнены. В силу a), фор- 
мула (1) определяет линейное отображение 5 пространства GB H, 
и это отображение удовлетворяет формуле (2) при любом y’ € A’ 
(предложение 1); но тогда условие b) выражает, что 5 непрерывно 
(Топ. вект. простр., гл. ТУ, $ 4, предложения 1 из и $ 2, предло- 
жение 1), и, значит, 5 Е Z.(G; Н). Наконец, формула (2) показы- 


вает, что 5 = | U du. 


Следствие. Условие b) предложения 9 выполняется в каждом 
из следующих двух случаев: 

1°. Мера u ограничена, u U(S), где 5 — ee носитель, есть равно- 
степенно непрерывное множество в £(G; НП). 
2. Ἡ. By peste 
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2°. Условие а) предложения 9 выполнено, пространство G бочеч- 
но u U(K) для любого компактного множества К us Т есть огра- 
ниченное множество в L, (G; Н). | 

Сначала рассмотрим случай 1°. Можно ограничиться тем слу- 
чаем, когда 5 = 7 (гл. γ, $ 7, теорема 1). Тогда для любого равно- 
степенно непрерывного множества B’ из H’ существует такое слабо 
замкнутое уравновешенное выпуклое равностепенно непрерывное 
множество А’ © С’, что ‘U(t)y ‘€ А’ для любого y’ € Β’ и любого 
$ ЕТ (Τοπ. вект. простр., гл. IV, § 4, предложение 2). Так как 
U скалярно и-интегрируемо, то отображение {> !U(t)y’ простран- 
ства Τ᾽ в сопряженное С’к С, наделенное топологией o(G’, G), 
скалярно и-интегрируемо, и можно написать 


uy = | (ИУ) du le). 


Так как A’ выпукло и компактно в топологии o(G’, С), то след- 
ствие предложения 5 показывает, что Uy 6 u(T)A’ для любого 
y' € В’, чем наше утверждение и доказано. 

Перейдем теперь к случаю 2°. Для любого γ΄’ € Η΄’ и любого 
компактного множества К из Г положим 


ux, | фк) (0 Oy) au, 


что представляет собой элемент алгебраического сопряженного G* 
к С. Поскольку а бочечно, всякое ограниченное множество из 
£,(G; H) равностепенно непрерывно (Топ. вект. простр., ra. III, 
$ 3, теорема 2); первая часть доказательства в применении 
к функции фкОЮ и ограниченной мере фки показывает, что ик, y Е 
ЕС’. Кроме того, uy = lim ик, у’ В ТОПОЛОГИИ o(G*, G), причем 


предел берется по возрастающему фильтрующемуся множеству 
всех компактных подмножеств из T (гл. V, ἃ 2, предложение 8). 
Для проверки выполнения условия b) предложения 9 достаточно, 
согласно предложению 9, доказать, что линейное отображение 
S пространства G в Н, определенное формулой (1), непрерывно; 
при этом, поскольку @ бочечно, достаточно показать, что 5 непре- 
рывно при наделении G и Н их ослабленными топологиями (Ton. 
вект. простр., гл. IV, $4, следствие предложения 7); наконец, 
в силу (2), все сводится к доказательству того, что Uy Е С’ для 
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любого y’ € H’. Но так как u,, есть точка прикосновения в тополо- 
гии 0(G*, G) для множества М” элементов ик, у’, где К ‘пробегает 
все компактные подмножества из Г, то достаточно показать, что 
М’ равностепенно непрерывно; а поскольку @ бочечно, это сво- 
дится к утверждению, что для любого x Ε G множество всех 
(X, Ux, y) ограничено (Топ. вект. простр., гл. III, $ 3, теорема 2). 
Но это сразу вытекает из соотношений | 


Lee, ик, >= | | фк U) x, у) аи |< | {0 0х, wlan. 


ПредложениЕ' 10. Пусть U — отображение Ter ler δ}. 
В каждом us трех нижеследующих случаев Ц скалярно сущест- 


венно ц-гинтегрируемо и \u du € £5(G; Н): 


а) Н квазиполно, мера и ограничена, и, если 5 — ee ее, 
U u-usmepumo, а U(S) равностепенно непрерывно. 

Ὁ) Н полурефлексивно, мера u ограничена, и, если S. — ее носи- 
тель, U скалярно и-измеримо, а U(S) равностепенно непрерывно. 

с) Н полурефлексивно, G бочечно, И скалярно существенно 
ц-интегрируемо, и U(K) ограничено для любого компактного мно- 
жества К из Т. 

То, что U скалярно существенно интегрируемо, очевидно во. 
всех трех случаях; в силу предложения 9 и его следствия, доста- 
точно удостовериться в том, что в каждом из случаев выполняется 
условие а) предложения 9. Но это условие вытекает из предложе- 
ния 8 в первом случае и из следствия предложения 7 в остальных 
двух случаях. 


4. Свойство (GDF) *) 


В этом n° мы рассмотрим локально выпуклые пространства F, 
обладающие следующим свойством (называемым свойством «счетно 
замкнутого графика»): | 

(GDF) Если и — такое линейное отображение пространства Е 
в банахово пространство Б, что в пространстве-произведении 
F X В всякий предел любой схтодящейся последовательности точек 
графика Г отображения и принадлежит Г, то и непрерывно. 


*) От французского «graphe dénombrablement fermé». Прим. перев. 
| Ἂ 
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Всякое пространство Фреше обладает свойством (GDF) (Топ. 
вект. простр., гл. I, $ 3, следствие 5 теоремы 1). В Приложении 


мы приведем другие примеры пространств, обладающих свой- 
ством (GDF), 
_’ПрРедложениЕ 11. Всякое отделимое локально выпуклое про- 
странство F, обладающее свойством (GDF), бочечно. 
_ Пусть V — бочка в А и 9— ее калибровочная функция и тем 
самым полунорма на А; пусть, далее, Н — отделимое пространство, 
ассоциированное с пространством К, наделенным топологией, опре- 


деляемой одной этой полунормой. Пополнение Н пространства H 
есть банахово пространство; пусть л — каноническое отображение 


Ев Я; мы покажем, что п непрерывно (в исходной топологии 
пространства А); тем самым предложение будет доказано, ибо 


тогда прообраз У единичного шара из Й относительно отображе- 
ния л будет окрестностью нуля в ГР. Для доказательства же 
непрерывности л достаточно, в силу (GDF), показать, что график 
отображения л замкнут в F x À: иными словами, мы должны 
показать, что если 5 — фильтр в À, сходящийся к «ECF, и если 
ero образ π (%) сходится к yeH ‚ то y=n(&). Но всякий эле- 
мент м’ поляры /0 множества У в А’ единственным образом про- 
должается до непрерывной линейной формы на H (которую мы 
обозначаем снова через 2’), и множество этих форм составляет 
единичный шар пространства, сопряженного к Й; таким образом, 
достаточно показать, что (Y, 5’) =(л (x), х’) для любого x’EV®. 
Но это вытекает из соотношений 


(Y, x’) = Ия (π (2), ae) = limg (5, a0") = (00, a0") = (п (ar), α΄). 


TeopemA 1 (Гельфанда — Данфорда). Пусть F — отделимое 
локально выпуклое пространство, обладающее свойством (GDF), 
и Е. —его слабое сопряженное. Для любого свалярно существенно 
и-интегрируемого отображения Г пространства Т в К. интеграл 


| f du принадлежит Е". 


Напомним, что сопряженным к А. служит F (Топ. вект. 
простр., гл. IV, ἃ 1, предложение 1). Значит, при любом zEF 
числовая функция (2, Г) существенно ц-интегрируема; обозначим 
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через O(z) ее класс в ZA(u). Для того чтобы показать, что 


| f due F’, необходимо установить, что линейная форма zr 


— € | Î ἀμ) непрерывна на А; мы докажем следующий, более 


сильный результат: 


Лемма 2. Пусть f — такое отображение T в F;, что при 


любом ЗЕЕ числовая функция (=, f) принадлежит 4? (u) 
(1 < р< +00), и пусть.9 (2) — класс этой функции в L?(u). Гогда 
# => 0(=) есть непрерывное линейное отображение Е в LP (и). 
Согласно свойству (GDF), достаточно показать, что если после- 
довательность (2„) элементов из À сходится к & и (60 (2.)) сходится 
к UEL? (и), то и=0 (=). Но, заменяя, если нужно, последователь- 
ность (5η) некоторой ее подпоследовательностью, мы можем пред- 
полагать, что последовательность функций (An, f) сходится 


локально почти всюду к некоторой функции hE 5? (и) класса и 
в Г? (в) (гл. IV, $ 3, теорема 3 и гл. У, § 2, предложение 6). 
А так как, по условию, последовательность ((=„, Г (t))) при любом 
[ЕТ сходится к (2, f(t)), то h(t)=(2, f (t)) локально почти 
всюду, и стало быть, и = 0 (2). 


Следствие 1. Пусть Gi; (1<i<n)—n отделимых локально 
выпуклых пространств, обладающих свойством, (GDF), и пусть F — 
пространство всех раздельно непрерывных RONUAE μεμα форм 

n 


Ha Η G;, наделенное топологией простой сгодимости. Гогда для 
1—1 


любого скалярно существенно ц-интегрируемого ‘отображения rs 
пространства T в F имеем | F[ duEF. 


Пространство Ё находится в двойственности с тензорным прс- 


n « 
изведением & Οι. и топология простой сходимости в КГ есть 


1—1 


не что иное, как топология O (r, ὁ © а; ) . Следовательно, алге- 
} À |1 $=14 
браическое сопряженное А”* к ЕЁ” есть пространство всех поли- 
| Ὁ 


линейных форм на || Ο,. Пусть 2= (2, As, ..., ὅπ) — элемент 
i=1 | 
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nr 
из II Gi; для любой полилинейной формы wEF'* отображение 
i=1 : | 
> и (21, ..., Big, À, Fins, cs Ên) есть линейная форма Ha G;, 
которую мы обозначим A; (2) (11); таким образом, получаем линей- 
ное отображение A; (5) пространства F'* в алгебраическое сопря- 


женное Gi к σι, непрерывное в топологиях o(r", & ® Gi) 


и 0(Gi, с). Утверждение, что 4 CF, означает, что A; (2) (4) ЕС: 


для любого индекса i и любого 2€ I] G;. Но, согласно предло- 
i=1 


жению 1, À;(#)of есть скалярно существенно п-интегрируемое 
отображение 7 в пространство Gi, наделенное топологией σ (Gi, σι), 


| (Ai (#) of) du =A; (2) | | f ἀμ) . По теореме 4 имеем 
| (A (2) of) du€ Gi (1<i<n), и, следовательно, | fducF. 


Следствие 2. Пусть С — отделимое локально выпуклое про- 
странство, обладающее свойством (GDF), и Н — полурефлексивное 
пространство, сильное сопряженное к которому Hy обладает свой- 
ством (GDF) (см. Приложение, предложение 3). Пусть, далее, 
Е — пространство £;(G; Н); тогда для любого скалярно суще- 
ственно и-интегрируемого отображения И пространства Тв F 


интеграл ju du принадлежит F. 


Так как С бочечно (предложение 11), то £ (G; H) = L(G; Но) 
(Топ. вект. простр., гл. IV, $ 4, следствие предложения 7); кроме 
того, можно заменить F = £,(G; Н) пространством £&,(G,; Но), 
поскольку оба они имеют одно и то же сопряженное G & Η’ (Ton. 
вект. простр., гл. IV,$ 2, следствие предложения 11 и $ 1, предло- 
жение 1). Если для каждого и € £(G; H) = £(G,; Но) положить 
u (x, y’) = (u(x), y’) (ЕС, ν' € H’), то линейное отображение 


ur>u будет биекцией пространства F на пространство F1 всех 
раздельно непрерывных билинейных форм на G, X Hi, где H; 
означает eh H', наделенное слабой топологией o(H’, H) 
(Приложение, n° 1); кроме того, это отображение есть изоморфизм 
L (Go; Но) на F1, наделенное топологией простой сходимости 
(там же). Но так как Я, в силу предположения, есть сопряженное 
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к Hy, το Fı есть также пространство всех раздельно непрерывных 
билинейных форм на G X Hy. Таким образом, следствие 2 выте- 
кает из следствия 1. | 

Отметим, что следствие 2 применимо, в частности, когда G — 
банахово пространство, а Н — рефлексивное банатово простран- 
ство. 


5. Измеримые и скалярно измеримые отображения 


Из того, что отображение f пространства 7 в отделимое локаль- 
но выпуклое пространство Ё скалярно и-измеримо, вообще говоря, 
не следует, что f и-измеримо (упражнение 12). Однако справедливо 


Предложение 12. Если F — сепарабельное метризуемое локалъ- 
но выпуклое пространство, то всякое скалярно и-измеримое отобра- 
жение f пространства Т в Е будет тавже и-измеримым. _ 

В самом деле, F может рассматриваться как подпространство 


счетного произведения 112% банаховых пространств (Топ. вект. 
n 


upoctp., гл. II, ἃ 5, предложение 7), причем можно предполагать, 
что pr,(#) плотно в Κη, которое, следовательно, сепарабельно. 
При любом и отображение pr, o f скалярно и-измеримо, а значит, 
и-измеримо (гл. IV, $ 5, предложение 10), и, стало быть, f и-изме- 
римо (гл. ТУ, $ 5, теорема 1). 


ПрЕдложЕНИЕ 13. Пусть F — локально выпуклое простран- 
ство, являющееся индуктивным пределом, последовательности сепа- 
рабельных метризуемых локально выпуклых пространств F, u ux 
объединением. Пусть, далее, Е’ — сопряженное к F, наделенное 
топологией o(F', Е). Гогда всякое скалярно u-usmepumoe отобра- 
жение f пространства T в Е’ будет также и-измеримым. 

Предположим сначала, что F метризуемо и сепарабельно. 
Пусть D — счетное множество, плотное в F, и (V,) — убывающая 
фундаментальная последовательность уравновешенных выпуклых 
открытых окрестностей нуля Β δ; ‘их поляры V} равностепенно 
непрерывны и имеют своим объединением все F’. Пусть Г, = 


— f!(V}); последовательность (7,) возрастает и T=U Т,; пока- 
| | u | 


жем, что каждое Г» и-измеримо. В самом. деле, Df) V, плотно 
в VA; для каждого y € D ῃ У, обозначим через 5, множество тех 
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ЕСТ, для которых | (у, f(t))| < 1; из сделанного предположения 
_ вытекает, что каждое Sy измеримо и Г, есть пересечение счетного 
семейства множеств ὅν (y € D(\ Μι). Тогда для каждого компакт- 
ного подмножества К из Т и каждого = > 0 существует такое 


целое и, что μί(Κ — (KNT,)) <= ; далее, такое компактное 


множество Kı € ΚΠ Τη, что u((KN Τη) — Κι) <= ‚ и, наконец, 


; & 
такое компактное множество Ky € Κι, что U(K1 — Ko) <> 


и сужения на А. всех функций (y, f ) (y E D) непрерывны (гл. ТУ, 
$ 9, предложение 2). А так как множество f (К5) = f(T,) C Vn 
равностепенно непрерывно, то топология, индуцированная в f (К) 
топологией о(Ё’, F), совпадает с топологией простой сходимости 
на D (Общ. топ., гл. Х, 2-е изд., $ 2, теорема 1); значит, сужение 
отображения f на К. непрерывно, откуда и следует наше утвержде- 
ние в этом частном случае. 

Переходим к общему случаю. Если 4° — непрерывная линейная 
форма на F, то ее сужение Z, Ha F,, непрерывно; а поскольку F = 


— UF,, то сопряженное Κ΄ x F отождествимо (алгебраически) 
2: | 


с векторным подпространством произведения | | Fr, причем pr,z"— 
` n у 


= @n. ΗΡΟΜΘ того, так как всякое конечное подмножество из F 
содержится в одном из F,, топология o(F', Р) есть не что иное, 
как топология, индуцированная произведением топологий 
o(f,, Е»). Если теперь f скалярно и-измеримо, TO pr, of скалярно 
и-измеримо, ибо pr, (f (£)) для любого {ЕТ есть сужение отображе- 
ния f(t) на F,. Первая часть доказательства показывает, что pr,of 
и-измеримо при любом п, и, стало быть, то же верно для f (гл. IV, 
$ 5, теорема 1). | 


6. Применения: Г. Распространение непрерывной 
финвции на пространство мер 


Пусть Т — локально компактное пространство, Ё — квази- 
полное отделимое локально выпуклое пространство и f — непре- 
рывное отображение 7 в F; если u — положительная мера на T 
с компактным носителем δ, то f (S) компактно; тогда замкнутая 
выпуклая оболочка множества f (5) компактна (Топ. вект. простр., 
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411} s 2, n°9), а следовательно, f скалярно и-интегрируемо 
р f du€F (следствие предложения 5). Если теперь À — произ- 


вольная действительная мера с компактным носителем, то At 
и A” — положительные меры с компактным носителем; полагая 


| Да | Там — | f dA”, сразу видим (используя соотношение 
(A+ p)t Мы = At + ptt (A+ p)>), что Ан | faa есть 


линейное отображение пространства ®’(Т) мер на 7 с компактным 
носителем в локально выпуклое пространство F. 

Отметим теперь, что пространство @'(7) отождествимо с сопря- 
женным к пространству € (Т) всех непрерывных числовых функций 
на T (откуда и обозначение), наделенному топологией компактной, 
сходимости (что мы и будем всегда предполагать в этом и следую- 
mem nn’); действительно, мы знаем, с одной стороны (гл. III, 8 3, 
предложение 11), что меры на 7, которые могут быть продолжены 
до непрерывных линейных форм на ® (Т), это меры с компактным 
носителем, и обратно, сужение на éZ (1) непрерывной линейной 
формы на @(T) есть мера (поскольку топология пространства 
&X(T) мажорирует топологию, индуцированную G(7)). 


ПредложениЕв 14. Пусть Т — локально компактное простран- 
ство, Е — квазиполное отделимое локально выпуклое пространство: 
и f — непрерывное отображение Т в Г. Если пространство ®'(Т) 
мер на Т с компактным носителем наделено топологией равно- 
мерной сходимости на компактных подмножествах us Ὅ(Τ), 


отображение Ar | f dA есть единственное непрерывное линейное 


отображение f пространства €'(T)e F, при котором f (e:) = f (t) 
для всех Е ЕТ. | 

Чтобы установить единственность продолжения, достаточно- 
показать, что точечные меры €; составляют в © (7) тотальное 
множество: так как сопряженным к G (7) служит G(T) (Топ. Bert. 
простр., гл. ГУ, $ 2, теорема 2), то достаточно заметить, что всякая 
функция g Е G(T), ортогональная ко всем мерам &;, по определе- 
нию, равна 0 (Топ. вект. простр., гл. ТУ, § 2, n° 3, замечание). 


Покажем теперь, что À + | f dA непрерывно. Пусть У — 


уравновешенная замкнутая выпуклая окрестность нуля в F; 
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достаточно доказать существование такого относительно компакт- 
ного подмножества L из @(T), что отношения AE L° и 2’ ЕТ? 


влекут <ira, 9) «-Ί, или, что To же, fer, sd) < 1; 


Для этого покажем, что множество L числовых функций (Κ΄, 2’), 

где =’ пробегает У”, относительно компактно в @(7). Так как γ᾽ 

ограничено в топологии o(F’, Г), то верхняя грань чисел 

\(f (t), =’ )| с фиксированным 1 € Τ᾽ u 2’, пробегающим V°, конечна; 

стало быть, в силу теоремы Асколи (Общ. τοπ., гл. X, 2-е изд., 

$ 2, следствие 2 теоремы 2), достаточно доказать, что множество 

функций (f, =’) (2’ € V°) равностепенно непрерывно. Ho, по предпо- 

ложению, для любого to Е Τ᾽ и любого ὃ > 0 Β Г существует такая 

окрестность W точки to, что f (t) — f (to) CSV для всех LEW; отсюда 

заключаем, что |(f(t), =’) — (Х (to), zZ )|<6 для любого ЕЕ 
и любого 2’ € V°, что и завершает доказательство. 

Замечания. 1) Отображение t > =, есть гомеоморфизм про- 

странства Т в 6’ (Τ}; действительно, если Г, — компактное подмно- 

жество из G(T) и to ЕТ, то существует (Общ. топ., гл. X, 2-е изд., 

$ 2, следствие ὃ теоремы 2) такая окрестность И’ точки fo, что 

| g (t) — g (№) | <1 для любого Е Е V и любой функции g Е Г, а зна- 

ЧИТ, & — 89 Е Ι΄ для всех t Е У, чем и доказана непрерывность ото- 


бражения tm в, pce другой стороны, известно, что обратное отображе- 


_ ние непрерывно уже в широкой топологии (гл. ПТ, $ 2, предложение 6) 
и тем более в топологии равномерной сходимости на компактных под- 
множествах из G (7). Тогда, отождествляя Τ᾽ с его образом в Φ’ (7) при 


отображении # > &,, можно сказать, что À => | f di есть единствен- 


ное непрерывное продолжение отображения f до линейного отображения. 
2) Отметим, что при доказательстве непрерывности отображения 


À += | f а^ не был использован тот факт, что F квазиполно. Следова- 
тельно, утверждение предложения 14 останется верным и без этого 
условия, если только известно, что | f du € F для любой положитель- 

ной меры и с компактным носителем. 
Допустим теперь, что f(T) есть ограниченное множество в F. 
"Тогда для всякой ограниченной положительной меры в на Τ᾽ отобра- 
жение f скалярно ц-интегрируемо и | f du € F (предложение 8). 


Если À — произвольная ограниченная действительная мера на 7, 
то A+ и À ограничены, и легко видеть, что, определенное как 
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и выше, отображение Ar— | Г di есть линейное отображение про- 


странства M!(T) всех ограниченных мер Ha 7 в локально выпуклое 
пространство F, очевидно, являющееся продолжением отображе- 


ния À => | fa пространства @'(7) 5 F. 


ПреЕдложЕНнИЕ 15. Пусть Т — локально компактное простран- 
ство, Е — квазиполное отделимое локально выпуклое пространство 
uf — такое непрерывное отображение Т в F, что f (T) ограничено. 
При наделении пространства КТ) его топологией банахова про- 


странства, линейное отображение kr | Î d\ пространства 


MT) в Е непрерывно. 

В самом деле, для любой замкнутой уравновешенной выпуклой 
окрестности V нуля в Ё существует такое р > 0, что f(T) Cold; 
следовательно, замкнутая выпуклая оболочка В множества f (7) 
содержится в OV, и, в силу условия, она полна. Тогда, если 
НА || < 1/0, то из предложения 8 и соотношения || À || = At(T) + 


+ ^-(Т) вытекает, что | f dh E Bloc V. 


4. Применения: II. Распространение 
на пространство мер непрерывной функции 
со значениями в пространстве операторов 


Пусть G — отделимое локально выпуклое пространство и Я — 
квазиполное отделимое локально выпуклое пространство; обозна- 
чим через F пространство Z (G; H) всех непрерывных линейных 
отображений С в H, наделенное топологией компактной сходимо- 
сти. Пространство F не обязательно квазиполно, и если # => U(t) 
есть непрерывное отображение 7 в F, 8 u — положительная мера 


на 7 с компактным носителем, то не обязательно \U а, ЕЕ 


(упражнение 27). Однако если для каждого компактного подмно- 
жества К из 7 множество U(K) равностепенно непрерывно, то его 
уравновешенная выпуклая оболочка в F тоже равностепенно 
‘непрерывна (Топ. Bert. простр., гл. III, $ 3, n° 5) и так как H 
квазиполно, то замыкание этой выпуклой оболочки будет полным 
множеством в F (Топ. вект. простр., гл. III, $ 3, теорема 4); зна- 


чит, в этом случае заведомо | U du € F (предложение 8). 
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Дополнительное условие, наложенное Ha U, может быть выра- 
жено иначе: 


JIEMMA 3. Пусть а и Н — локально выпуклые пространства 
и U — отображение локально компактного пространства Т 
в # (4; Н). Следующие условия равносильны: 

_ а) Отображение (t, x) > И@х произведения T XG e H непре- 
рывно. | 

b) Для любого компактного подмножества К из Т множество 
U(K) равностепенно непрерывно и существует такое тотальное 
множество D < G, что для любого 3: E D отображение #=> U(t)x 
непрерывно на Т. 

Кроме того, если U удовлетворяет этим условиям, то оно 
является непрерывным отображением пространства Т в простран- 
ство £(G; H), наделенное топологией компактной сходимости. 

Чтобы показать, что а) влечет b), заметим, что для любой 
окрестности V нуля в À и любого Ё € К существует, по условию, 
такая окрестность L; точки Ё в Г и такая окрестность И’; нуля 
в а, что отношения # ЕЁ, их € W, влекут U(t')x ЕТ. Достаточно 


покрыть А конечным числом окрестностей L;, и взять И = ПП W;,, 
i 


чтобы U(t)x EV для всех ЕЕК mu x EW, чем доказана равносте- 
пенная непрерывность множества U(K). 

Обратно, пусть выполнено b); достаточно показать, что для 
любого компактного подмножества К из Τ᾽ отображение (+, х) > 
r> U(t)x непрерывно на К X С. Пусть М = U(K); так как М рав- 
ностепенно непрерывно, то отсюда следует, что в М топология 
простой сходимости на С совпадает с топологией простой сходимо- 
сти на D (Общ. топ., гл. X, 2-е изд., $ 2, теорема 1); таким образом, 
условие b) влечет, что #н=> U(t) есть непрерывное отображение 
К в £(G; A), наделенное топологией простой сходимости. С дру- 
гой стороны, (А, х)-=Ах есть непрерывное отображение Мх G 
BH, когда М наделено топологией простой сходимости (Общ. τοπ., 
гл. X, 2-е изд., $ 2, следствие 4 предложения 1). А так как отобра- 
жение (+, ©)—>U(t)x разлагается на (&, x) (U(t), x) U(t)x, то 
заключаем, что оно непрерывно. — 

Наконец, последнее утверждение леммы вытекает из того, что 
в М топология компактной сходимости совпадает с топологией 
простой сходимости (Общ. τοπ., гл. X, 2-е изд., $ 2, теорема 1). 
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Итак, предположим, что U удовлетворяет условиям леммы 3; 
тогда (если Н квазиполно) определится, как и в n° 6, линейное 


отображение À == [0 dA пространства 9’ ВЕ (GE 
Положим U (à) = \ U dh. Ϊ 


ПредложЕниЕ 16. Пусть G и Н — отделимые локально выпук- 
Able пространства, причем Н квазиполно. Пусть, далее (| — 
такое отображение Т в £ (G; H), что (t, x) —> U(t)x есть непрерыв- 
ное отображение T x G в H. Тогда билинейное отображение 
(A, ©)» U(A)x произведения G'(T) x Ge H гипонепрерывно omnocu- 
тельно равностепенно непрерывных подмножеств us G(T) u ком- 
пактных подмножеств из G (что влечет непрерывность линейного 
отображения ^, => 0(^) пространства G'(T) в Е). 

Непрерывность A r> U(A) как отображения © (T) в F вытекает 
из леммы 3 и замечания 2 к предложению 14. Остается, следова- 
тельно, доказать, что для ΠΙΟΟΟΙ͂ замкнутой уравновешенной © 
выпуклой окрестности V нуля в Н и любого равностепенно непре- 
рывного подмножества N из 6 (T) существует такая окрестность 
нуля W в С, что отношения 2 CW, À Ε N влекут U (A)ac ЕТ. Мож- 
но предполагать, что N = S°, где 5 — окрестность нуля в ® (Т), 
и, значит, можно считать, что S есть множество всех функций 
g E G(T), для которых | 6 (1 | <1 на некотором компактном под- 
множестве К из 7. Достаточно показать, что |(U(A)x, х'’)|< 1 
для всех x ЕЙ’, х ЕТ’илЛЕ 5°. Но так как U(K) равностепенно. 
непрерывно, то в С существует такая окрестность нуля W, что 
отношения t Е К, Ж ЕЙ’ влекут Uft)e Е У; следовательно, отноше- 
ния x ЕЙ’, x’ ЕТ” влекут, что функция te (U(t)x, x’ ) принадле- 
жит δ, и, значит, по определению δ’, что 


LE (à) α, xe") |<| | ( (9 x, α΄) dA (| <1. 


Предположим теперь, что U — непрерывное отображение Г 
8 А, причем U(T) равностепенно непрерывно. Тогда то же рассужде- 
ние, что и выше, доказывает (поскольку Н квазиполно), что для 


всякой ограниченной положительной меры 1 на 7 имеем | U du € 


СР. Стало быть, как и выше, определяется линейное отображение 
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Ан | UdA=U(\) пространства MT) в F, продолжающее 


аналогичное отображение @'(T) в Е. При этом для любой замкну- 
той уравновешенной выпуклой окрестности У нуля в Н существу- 
ет, по условию, такая окрестность W нуля в С, что U(t)x EV 
для всех x EW и Е ЕТ, a значит (поскольку У слабо замкнуто), | 


| (ὔ (1) x) dA (6) Ε ||A || V (предложение 5). Иными словами: 


_ ПьвдложениЕ 17. Пусть G u H — отделимые локально выпук- 
Able пространства, причем Н квазиполно. Пусть, далее, U — такое 
отображение Т в £(G; Н), что (Е, х) => U(t)x непрерывно na T X G 
. и U(t) равностепенно непрерывно. Тогда, если MT) наделено своей 
топологией банахова пространства, билинейное отображение 
(A, ж) => 0 (^)х произведения M'(T) жа в H непрерывно (что влечет, 
в частности, непрерывность линейного отображения Ar U(A) 
пространства MT) в L(G; H), наделенное топологией ограничен- 
ной сходимости). 


ПредложениЕ 18. Пусть αι, Go, Ни, Ha — отделимые локаль- 
но выпуклые пространства, причем Hı и Но. квазиполны. Пусть, 
далее, А: а >. и В: Hi; —>Н›— непрерывные линейные отобра- 
жения. Пусть, наконец, Uy: Τ--» & (Gi; Н), Us: TL (G2; He) — 
отображения, удовлетворяющие условиям предложения 16 (соотв. 
17), причем В о Ui(t) = U2(t)o А для всех ё € Т. Тогда Bo U,(A)= 
= U,(A)o A для всякой меры À на Т с компактным носителем 
(соотв. ограниченной). 

В самом деле, для любого x Е G; имеем (предложение 1) 


_(В«0, (4) == | (850ι (0) α) dd (t) = 
= | (U; (о A) ж) AA (t) = Us (A) (Ах). 


Замечания. 1) Предположим, что G и Н — банаховы про- 
странства и О — такое отображение T в £ (4; A), что (t, X) => 
>> U (t)x непрерывно на Г X G. Отметим, что отсюда следует, что 
конечная функция ἐπ» || U (1) || ограничена на любом компактном 
подмножестве из Г и полунепрерывна снизу на.Т как верхняя 
отибающая непрерывных функций tr>|U(t)x|, где х пробегает 
. Тогда для 
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всякой положительной меры u на Г, обладающей тем свойством, 
что функция À и-интегрируема, снова имеем |0 але £(G; A). 


В самом деле, мера v=hu, по предположению, ограничена; сле- 
довательно, существует разбиение пространства 7, состоящее 
из У-пренебрежимого множества N и последовательности (K,) 
компактных подмножеств. Рассуждение, проведенное в начале 
отого n°, в применении к мере фк и показывает, что An 


= | ox, ducF=£(G; Н), причем (предложение 6) | An || < 


< | фл, и < у (Kn). Стало быть, ряд с общим членом A, 
абсолютно сходится в банаховом пространстве & (4; Н) и ясно, 
что его сумма равна | U du, причем | | U du |< \ || U || du. 


2) Предположим, что G=H квазиполно и U удовлетворяет 
условиям предложения 16. Пусть М — подмножество пространства. 
€ (T), всюду плотное в слабой топологии 0(& (T), 6 (T)),, и X — 
такое замкнутое векторное подпространство пространства Н, что 
U (A) (Х) = Х для каждой меры ЛЕМ. Тогда также U (0 (Χ) = X 
при любом ET: действительно, для всякого ХЕХ и всякого 
х'ЕН’, ортогонального к X, по предположению, при всех ЛЕМ 


имеем (U (^)ж, х’) =0, а значит, [τυ] (t) 2x, x’) dh (t) = 


Поскольку непрерывная функция te» (U (t) x, x’) ортогональна 
к М, она равна 0, так что (U(t)x, x’) =0 при любом х’ЕХ°, 
откуда U (/хЕХ для всех t€7 и x EX, чем наше γτνορηίσομης 
доказано. 


Упражнения 


1) Рассматриваются локально компактные пространства Ти 7’, 
совпадающие с интервалом [0, 1], и меры u и u’ соответственно на 7 и T’, 
совпадающие с мерой Лебега. Пусть F — гильбертово пространство, 
имеющее счетный ортонормальный базис, расположенный в двойную 
последовательность (еп), и пусть F’ — F — его сопряженное. Поло- 
жим U,(t)—=Cmn, когда (п — 1)2 cCt—n2-™ и 1 Ln < 2"; 
далее, положим f (t, t’) = 2™w,,(t), когда 2m < Е < 2-™+1, и, нако- 
Hen, f(t, 0) =0 и f (1, t’) = 0. Показать, что функция f скалярно 
интегрируема относительно меры-произведения и X) W, но что ни для 

‚ какого ЕТ функция t’ > Л(ЬЁ) не будет скалярно интегрируемой 
относительно μ΄. 


' 


32 


ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ гл. VI, 81 


*2) Пусть 7, X и У — локально компактные пространства, 
причем У имеет счетный базис. Пусть, далее, u— мера >>. 0 на Г, te> dA; 
(СТ) есть и-согласованное семейство мер 20 на X; положим у — 


= | № du (¢). Пусть, наконец, х > p, (x € X) есть v-cormacoBaHHoe 


семейство мер > Ona У. Предположим, кроме того, что выполнено одно 
из следующих условий: 

а) Х счетно в бесконечности; 

Ь) у ограничена. 

Показать, что тогда существует такое локально и-пренебрежимое 
множество N’, что при любом 1 & N’ семейство 2 ==> pP, Л„-согласовано; 


кроме того, семейство tr | 0, dA;(x), определенное для Ё 6 Ν΄, 


и-согласовано и 
| duo | pxanı = À px dv (a) 


[Для доказательства того, что 2 => 0, скалярно /:-интегрируе- 
мо локально почти всюду, применить лемму 1 § 3, использовав, 
в случае b), то, что À; ограничено локально почти всюду; тем же спо- 


собом показать, что t => | 0, dA,(z) скалярно и-интегрируемо; BOC- : 


пользоваться также предложением 13.] 

3) Пусть 5, Ги У — локально компактные пространства, счетные 
в бесконечности, причем У имеет счетный базис. `Пусть о (соотв. 0) — 
положительная мера на 5 (соотв. Г), v = p GO OU (Ag, ths, пЕЗХТ 


есть у-согласованное семейство положительных мер на У. Тогда суще- 
ствует такое о-пренебрежимое множество N, что при любом sé N 


семейство (Ag, г); т б-согласовано; семейство $ > | As, do (№ (опре- 


деленное почти всюду) 0-согласовано и 


| Das san 0 ao = | ὁρῶ) [№149 (0. 
[Применить упражнение 2 к пространству X = δ X Г, заметив, что 


“= | (г, ® ο) dp (9).] 


4) Пусть 7, X u Y — локально компактные пространства, причем 
Х счетно в бесконечности. Пусть, далее, и — положительная мера 
πὰ... ter есть и-согласованное семейство положительных мер 


на À и у = | A; du (1. Предположим, что выполнено одно из сле- 


 дующих двух условий: | 


а) У имеет счетный базис; 
b) мера у ограничена. 
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При этих условиях, если л есть У-собственное отображение про- 
странства X в У, то множество тех LE Т, для которых л не À;-CO0- 
ственно, локально и-пренебрежимоу кроме того, семейство (π(λε)}ιετ 
положительных мер Ha У (определенное локально почти всюду на 7) 
ц-согласовано и 


п (| ма) = | x0) aus. 


[В случае а) применить упражнение 2 к р.. = Er (х). В случае b) заме- 

тить, что Ay ограничено локально почти всюду, и свести задачу к дока- 
зательству того, что отображение # —> π(λε) широко и-измеримо 
(см. гл. У, 8 3, предложение 3). Пусть заданы число € > 0 и ком- 
пактное подмножество К из Г; заметить, прежде всего, что в Х суще- 
ствует возрастающая последовательность (F,,) таких компактных 
множеств, что сужение л на каждое Fm непрерывно и выполняется 
неравенство У(М№„) < e/4, где Nm = X — ἔπι. Пусть Am — множе- 
ство тех ¢ € К, для которых Αι не A;-UHTerpupyeMmo или À (Nm) > 1/2т; 
обозначая через А объединение множеств Am, имеем L(A) < ε/2. 
Пусть К, — такое компактное подмножество из K—A, что 
u(K — Κι < = идля любой функции g 6 H (X) сужение отображения 


# — | g(x) dix) Ha Κι непрерывно. Используя теорему Урысона, 
показать, что для любой функции } € H (У) сужение на К; отображения 
# = | f (x(x)) dA,(z) есть равномерный предел непрерывных функций. | 


`°5) Пусть Л (1) для каждого ЕЁ Е В означает непрерывную функцию 
2 > exp (—2лй2), элемент пространства G = G(R) всех непрерыв- 
ных комплексных функций на В. Пространство G находится в двой- 
ственности с пространством G’ — G(R) всех комплексных мер на В 


с компактным носителем; пространство 4 = с (В) всех непрерывных 


комплексных функций с компактным носителем канонически ото- 
экдествим C подпространством в $', отождествляя функцию ф EX 
с мерой плотности ф относительно меры Лебега. Обозначим через «7 
подпространство пространства 6, образованное всеми бесконечно 
дифференцируемыми комплексными функциями C компактным HOCH. 
телем. Показать, что если наделить GY топологией 0(G, 6”) или топо- 
логией 0(G, X), то Г не будет скалярно интегрируемо относительно 
меры Лебега u; в топологии же O(G, 2), напротив, f скалярно LU-UHTE- 


грируемо и | f du есть мера 20; доказать, что в этом случае выпол- 


няются условия предложения 7., 

6) Пусть F — правильное пространство penis (Топ. вект. простр., 
гл. IV, $ 3, упражнение 100) и Р’— его сопряженное. Показать, 
что если Г — скалярно существенно интегрируемое отображение 
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пространства T BF, то | Г du принадлежит второму сопряженному F” 


к Р. [Погрузить Рв Ε΄; применить теорему 1, а также предложение 2 
и лемму 1 Приложения.]|. 

7) а) Пусть F = K (№ — банахово пространство всех сходящих- 
ся к 0 последовательностей действительных чисел и F’ — L(N) — 
его сопряженное (Топ. вект. простр., гл. ГУ, $ 1, упражнение 1). 
Пусть, далее, Г = (f,) — такое отображение интервала J = [0, 1} 


в F, что f,(t) = nr, (г), где Г, = | 9, =| . Показать, что Г скалярно 


интегрируемо относительно меры Лебега u Ha Г, HO | Г du есть эле- 


мент из F”, не принадлежащий F. | 

b) Пусть 9 — отображение интервала J = [—1, +1] в F, опре- 
деленное условиями g(t) — (8) для t>0 ug(t) = — f(—t) для 
t < 0. Тогда 9 скалярно интегрируемо относительно меры Лебега 


на J и | 9 du € F, но существуют такие функции h 6 «255, что 


[2 du ¢ F. 


с) Получить из а} новое доказательство того, что топологическое 
векторное пространство F не изоморфно сопряженному к нормированно- 
му пространству [см. Топ. вект. простр., гл. IV, $ 5, упражнение 158)]. 

8) Пусть F — отделимое локально выпуклое пространство и f — 


- такое скалярно локально интегрируемое отображение пространства T 


в F, что | f dE F для любого компактного множества К из Т. 
К 


а) Показать, что если f скалярно существенно интегрируемо, 
а Г полурефлексивно (или только всякая последовательность Коши 


в топологии o(F, F’) сходится в этой топологии в Г, если T счетно 
© 
в бесконечности), то | ef due F для любой функции ge «65ο, 


κο. * 
b) Показать, что если F квазиполно и | (Л (t))du(i)<co ππα 
каждой непрерывной полунормы 4 на F, то Г скалярно существенно 
интегрируемо и | gfdueF для любой функции ες 2%. [В обоих 


случаях рассмотреть фильтрующееся по возрастанию множество всех 
компактных подмножеств из T.] 

9) Пусть G и Н—отделимые локально выпуклые пространства 
и О — отображение пространства Тв F=£,(G; A). Предположим, 
что С бочечно, Н квазиполно И ц-измеримо и U(K) ограничено 
для любого компактного множества К из 7; кроме того, предпо- 


ложим, что | q(U (t) x) du (t) <+со для каждой непрерывной полу- 
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нормы 4 на Н и каждого © EG. Показать, что при этих условиях U 
скалярно существенно и-интегрируемо и | U (t) ἀμί) EF. [Исполь- 


зовать упражнение 8b).] 


10) Пусть G п Н- пространства Фреше, Go (соотв. Но) — всюду 
плотное подмножество в G (соотв. H) и t => Ф; — отображение про- 
странства 7 в пространство РЁ =. (G, Н) всех непрерывных билиней- 
ных форм на GXAH, наделенное топологией простой сходимости. 
Предположим, что: 1° для любой пары (а, Ὁ) € Go X Но отображение 
t > @;(a, ὃ) существенно п-интегрируемо; 2° если для всякой 
пары ограниченных множеств AC_G, ВСН при любом D € 9 (6; A) 
положить дд, в (D) = sup |D (a, y)|, το Ῥ ЧА, в (Dr) du (ti) < 

(w,y)EAXB = 3 
<-+too. При этих условиях показать, что Ë => D} скалярно сущест- 


венно и-интегрируемо IT | @;du(t)€ F. [Пользуясь теоремой Лебега, 


свести к применению следствия 1 теоремы 1.] Частный случай H =В 

15) Пусть u—mepa Лебега на Т=[0, 1] и Р — гильбертово про- 
странство, имеющее счетный ортонормальный базис (eh). Пусть, 
далее, Л— отображение T в F, определяемое условиями f (0) =0 


И А a на интервалах ]2-"-1, 2-1] (п_> 0). Показать, что f 


и-измеримо, скалярно и-интегрируемо и таково, что τ due F, но 


| ir idu= +00. 


12) Пусть u—mepa Лебега на Т=[0, 1] и Е— гильбертово npo- 
странство, имеющее ортонормальный базис (е;)‚-т, равномощный T. 

а) Пусть Г — отображение ё => е; интервала T в Р. Показать, | 
что Г скалярно п-пренебрежимо, но не и-измеримо при наделении À 
слабой топологией O(F, F’) (ни, тем более, исходной топологией). 

b) Пусть А — не и-измеримое множество в 7 (гл. IV, $ 4, упраж- 
нение 8); показать, что функция 9 = /P, скалярно и-пренебре-. 
жима, но числовая - функция | g | не и-измерима. 

43) Пусть Е’ — отделимое локально выпуклое пространство, 
F’ — его сопряженное и 4 — полунепрерывная снизу полунорма 
на F. Показать, что если Г — отображение Τ᾽ в F, и-измеримое в топо- 
логии O(F, Е’), то числовая функция {ο u-n3Mepuma. 

14) Пусть u — мера Лебега на 7T = [0, 1]; обозначим через Р 
векторное пространство над В всех конечных числовых п-измеримых 
функций на Т, наделенное топологией простой сходимости, превра- 
щающей его в отделимое локально выпуклое пространство. | 

а) Показать, что в F существует всюду плотное счетное подмноже- 
ство. [Рассмотреть всюду плотную последовательность в банаховом 
пространстве @ (Т) всех непрерывных числовых функций на 7.] 


3+ 
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b) Ilycre 7 (8 для каждого t Е Т — элемент сопряженного F’ к F, 
определенный равенством (7 (1, 2) = z(t) при всех t Е T. Показать, 
что если F’ наделено топологией o(F’, F), то функция Г скалярно 
ц-измерима, но He и-измерима (ср. предложение 13). 

15) Пусть F — метризуемое локально выпуклое пространство 
и Г — такое скалярно и-измеримое отображение пространства Τ᾽ в F, 
что для каждого компактного множества К из Т существует счетное 
множество Н < F, обладающее тем свойством, что f (t) ЕН для почти 


всех Ё € К; показать, что при этих условиях f и-измеримо в исходной 


топологии пространства F. [Погрузить F в счетное произведение нор- 
мированных пространств, предварительно сведя к случаю, когда 
F сепарабельно.] 


16) Пусть Е—банахово пространство и 1’ — его On Lo ue: 


Для любого р такого, что 1<p<+0, обозначим через ΑΞ: (T, u) 


(или просто ЛЕ) множество всех отображений Г пространства T BF’, 
обладающих тем свойством, что для всякого 2€ F числовая функция 
(2, Г) принадлежит LP (Т, u). Тогда ЛР, > Z?, и AF’ есть простран- 


ство всех скалярно существенно и-интегрируемых функций со значе- 
ниями в F’ (наделенном топологией o(F’, F)). Пусть 0 (2) означает 
класс функции (2, Л) в LP (р); известно, что отображение г > 0 (2) 


‚непрерывно (лемма 2); пусть M,(f)—ero норма; это — полунорма 


на пространстве ΛΊ,. Для того чтобы M, (f)—0, необходимо и доста- 
точно, чтобы Г было скалярно локально пренебрежимо. 

a) Для того чтобы FEAR, необходимо и достаточно, чтобы для 
всякой числовой функции ge ZI функция gf была скалярно сущест- 
венно и-интегрируема; тогда М! (gf) <M, (Г) Να (8). 

b) Для пространства ΛΕῚ показать, что полунорма M, эквива- 


| rau 


лентна полунорме М; (f)=sup ‚ где A пробегает множе- 


ство всех измеримых подмножеств из Г; более точно, M; < ΜΙ <2М,. 
Вывести отсюда, что M, есть полунорма, эквивалентная Mp (f) = 
<= sup M 1 (ef у 
N (8)<1 

ο) Возьмем в качестве F гильбертово пространство, имеющее 
счетный ортонормальный базис, и в качестве и — меру Лебега на T = 
—[0, 1]. Показать, что существует не интегрируемое, но скалярно 
интегрируемое отображение 7 в F, являющееся пределом по полу- 
норме М, некоторой последовательности измеримых размещенных 
функций [см. упражнение 11]; вывести отсюда, что в пространстве LR 
и-интегрируемых функций топология, определенная полунормой М1, 
слабее топологии, определенной нормой N,. Аналогичный результат 
для полунорм M, и Мр, где 1<р < оо. 


-] 
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4) Показать, что на т, Мо = Мэ. 

е) Возьмем в качестве F гильбертово пространство со счетным 
ортонормальным базисом, расположенным в двойную последователь- 
ность (етл), и пусть U—Mepa Лебега на Т=[0, 1]. Пусть, далее, 
и, — отображение T в F, определяемое условиями #т(1) =ет»л, когда 
(п— 4) 2-9 Ета A ton", и Uy, (4—0 положим Л, = 

nr 
— > u;. Показать, что если 1<p<+oo, то (fn) есть последо- 

i=0 | 
_вательность Коши в Aa, не сходящаяся, однако, ни к какой функ- 
ции из AB,. 

Ὁ Пусть (Г») —ппоследовательность Коши, в пространстве АР 


(1 < р<-+ <); предположим, что существует такое отображение Л 
пространства 7 в F’, что для всех 2 ЕЁ последовательность функций 
(=, fn) сходится по mepe K (2, f) (гл. IV, $6, упражнение 11). 


Показать, что Г Е AZ, и последовательность (fp) имеет в ЛЬ, предел f. 
©) Возьмем в качестве F банахово пространство 21 (№) всех 


абсолютно сходящихся рядов; его сопряженное F’—=L” (№) (Ton. 
вект. простр., гл. IV, $1, упражнение 1). Пусть и—мера Лебега. 
на 7=[0, 1]. Пусть, далее, Г— отображение 7 в F’, определяемое 
следующими условиями: /(0)=0, а если 2%™1<t<2™", το f(t) 
есть последовательность, в которой равны нулю все члены, кроме 
члена с номером п, равного ры P где 1 <р< +oo. Показать, что f 
измеримо в сильной топологии пространства Ё’и принадлежит Apr, 
HO не существует никакой последовательности (fn) размещенных 
функций, которая стремилась бы к f в пространстве AP,. 

*17) Пусть и — мера Лебега на 7 == [0, 1], F —банахово пространство 
[1 (№) и F’=L®(N)—ero сопряженное. Пусть, далее, t= У ἔλα 

n=0 
для любого ЕЕ [0, 1] его двоичное разложение; обозначим через / (ἐ) 
последовательность (En) €’ u положим f (1) =0 

a) Показать, что функция Г принадлежит всем пространствам 
AB, (1 «р <-+о°) (см. упражнение 16). 

b) Показать, что Г измерима в топологии O(F’, F) и что существует 
последовательность размещенных RE сходящаяся в этой топо- 
логии к Г почти всюду. 

с) Показать, что Г неизмерима в сильной топологии простран- 
ства F’ [заметить, что | f(t) — f(t’) | — 1, когда 0 << # < Ц. 

4) Показать, что в пространстве AZ, (1 < р<- о) f не есть 


предел последовательности размещенных функций. [Свести к pac- 
' смотрению размещенных функций, являющихся линейными комбина- 
циями (с коэффициентами из F’) характеристических функций 
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интервалов с концами k/2"% и если 9 — такая размещенная функция, 


показать, что, в обозначениях упражнения 16b), M; (f — 9) >= 4 


е) Показать, что He существует никакого отображения À про- 
странства Г в F’, измеримого в сильной топологии, для которого бы 
Г — h было скалярно пренебрежимо. [Заметить, что такое отображе- 
ние необходимо удовлетворяло бы неравенству №» (πι) < 1; получить. 
таким путем противоречие с результатом пункта d).] 

18) Показать, что предложение 8 остается верным, если условие, 
что Г и-измеримо (в исходной топологии пространства F), заменить 
условием, что Г и-измеримо в ослабленной топологии O(F, F’). [Исполь- 
зовать упражнение 190) $ 4 гл. IV.] 

*19) Пусть Г — скалярно. существенно и-интегрируемое отобра- 
жение 7 в F. Для любого 2’ € F’ обозначим через и, (2°) класс функ- 


ции (Г, 2’) в L\(u). Г называется скалярно вполне интегрируемым, 
если | ef duEF для каждой функции g Е L™(u). 


a) Для того чтобы Г было скалярно вполне интегрируемо, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы и, было непрерывно в топологиях 


o(F’, Р) и o(L!, L®). Если это имеет место, то образ при отображении 
Uk всякого равностепенно непрерывного множества из Ё’ есть слабо 


относительно компактное множество в L!. В частности: ©) для каждого 
равностепенно непрерывного подмножества H’ из F’ u каждого € > 0 


существует такое компактное множество L в T, что | КЛ, = )|dux< 
| | T-L 

< = для всех 2’ € H’; В) для каждого равностепенно непрерывного 
множества Н’ из F’ u каждого e > 0 существует такое n > 0, что 


| (Г, =’) |du <e для всякого открытого множества Uc T 
U : 
меры u(U) < т и всех 2’ € H’ (гл. У, $5, упражнение 17). 

Ὁ) Предположим, что выполнены условия <) и В) из а) и, кроме 
того, существует подпространство Я € Г, плотное в топологии 


o(L®, L!) и такое, что [ви du EF для каждой функции g Е L~, 


класс которой принадлежит H. Показать, что если при этих условиях 
предположить еще, что F квазиполно, то Г будет скалярно вполне 


интегрируемо. [Прежде всего свести к случаю, когда F полно (в своей 


исходной топологии), и заметить, что в => | gf du есть непрерывное 


линейное отображение [00 в F’*, когда L® наделено топологией 
T(L®, LA), а F’* — топологией равномерной сходимости на равносте- 
пенно непрерывных подмножествах из F’.] 
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с) Предположим, что Г скалярно вполне интегрируемо. Показать, 
что для любой последовательности Коши (2;) в топологии O(F’, F) 
последовательность (U, (27)) сильно сходится в L! [использовать упраж- 


нение 13a) $ 6 гл. IV и упражнение 18b) $ 5 гл. У]. Вывести отсюда, 
что если А — образ единичного шара пространства L© при отображе- 


НИИ g — | 27 du, то всякая последовательность Коши (2,) в топо- 


логии 0(Ё’, δ) есть последовательность Коши в топологии равно- 
мерной сходимости на А, | 

4) Вывести из ©), что если Г скалярно вполне интегрируемо, TO 
образ при отображении и, всякого равностепенно непрерывного 
множества из F’, метризуемого в топологии O(F’, F), относительно 
сильно компактен в L!. В частности, если Р есть сопряженное С’ 
к отделимому локально выпуклому пространству G, наделенное топо- 
логией, согласующейся с двойственностью между F и С, и если BG’ 
существует сильно плотное счетное множество, то образ при отображе- 
нии и, всякого ограниченного множества из F’ — С относительно 
сильно компактен в L! [погрузить С в его второе сопряженное]. 

20) Пусть F — отделимое локально выпуклое пространство, Ё’ — 
его сопряженное и ©’ — множество всех таких подмножеств A’ CF’, 
что из любой последовательности точек множества А’ можно выбрать 
подпоследовательность, сходящуюся в топологии O(F’, F). Показать, 
что для ограниченного множества А из F следующие условия равно- 
сильны: &) А предкомпактно в ©”-топологии; В) всякая последова- 
тельность, сходящаяся в топологии O(F’, F), равномерно сходится 
на А. [Обозначив через © множество, образованное всеми конечными 
подмножествами из F и множеством А, заметить, что из В) следует, 
что всякое множество A’ € ©’ предкомпактно в @-топологии, восполь- 
зовавшись для этого упражнением 2 из Общ. τοπ., гл. II, $ Δ. Затем 
применить упражнение 12 из Топ. вект. простр., гл. ТУ, § 1.] 

*21) Пусть Г — скалярно вполне интегрируемое отображение 
пространства 7 в квазиполное отделимое локально выпуклое про- 
странство F. | 


а) Показать, что образ при отображении g = | ef du единич- 


ного шара пространства L© относительно компактен в исходной топо- 
логии пространства F в каждом из следующих случаев: 1° в F суще- 
ствует всюду плотное счетное множествоф 2° F есть сопряженное G’ 
к пространству G, метризуемому или являющемуся строгим индук- 
тивным пределом последовательности метризуемых пространств, наде- 
ленное топологией 1t(G’, G). [Использовать упражнения 196) и 20; 
в случае 2° воспользоваться теоремой Шмульяна (Топ. вект. простр., 
гл. IV, § 2, упражнение 13b).] 

b) Показать, что утверждение пункта а) остается справедливым, 
если, без дополнительных предположений относительно F, допустить, 
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что Г измеримо. [Погрузив F в произведение банаховых пространств, 
свести к случаю, когда F — банахово пространство; затем, пользуясь 
упражнением 19а), свести к случаю, когда Т компактно, после чего 
применить случай 1° пункта а).] 

22) Пусть (2) с д — такое семейство точек отделимого локально 


выпуклого пространства F, что отображение & > 2. скалярно вполне 
интегрируемо (упражнение 19) при наделении А MERE с массой +1 
в каждой точке. 

а) Показать, что семейство (24). суммируемо в любой топологии т, 
согласующейся с двойственностью между F u F’ [использовать упраж- 
нение 19а)]. И обратно, когда F квазиполно в топологии τ. 

b) Предположим F = (’, F’ =G, тде @ — такое отделимое 
локально выпуклое пространство, что в G’ существует сильно плотное 
счетное множество. Показать, что тогда (Zu) суммируемо в сильной 
топологии пространства G’ (не обязательно согласующейся с двойствен- 
ностью между G’ и G) [см. упражнение 194)]. Показать, что этот резуль- 
тат не распространяется на случай, когда @ = L'(N), Θ΄’ = L*(N). 

23) Пусть u — положительная мера на 7, сосредоточенная в счет- 
ном объединении компактных множеств. 

а) Пусть H — такое множество и-измеримых числовых функций, 
что oop К) < < для каждого TE Т. Показать, что существует 


конечная и-измеримая функция δ, для которой f(t) < σ(ί) почти всюду 
для любой функции f ЕН. [Свести к случаю, когда u ограничена, 
а функции из Н принимают свои значения в [—1, +1], посредством 


возрастающего гомеоморфизма пространства В на этот интервал. 
После этого рассмотреть верхнюю грань £ Β L\(u) множества классов 
всех функций из Н (гл. ТУ, $ 3, предложение 14) и заметить, что суще- 
ствует последовательность функций из Н, сходящаяся почти всюду к g.] 

b) Пусть Г — скалярно п-измеримое отображение простран- 
ства ТГ в отделимое локально выпуклое пространство F. Показать, 
что для всякого множества В’ © Ε΄, ограниченного в топологии 
o(F’, Е), существует такая конечная измеримая числовая функция gp, 
что | (Л (1, =’) | < gp (1 почти всюду для любого 2’ € B’. 

с) Пусть F — пространство Фреше и f — скалярно иц-измеримое 
отображение 7 в F. Показать, что для любого компактного подмноже- 
ства К из T и любого 8 > 0 существует такое компактное множество 
К’ ς К, что μ(Κ--Κ') «ви er Г на К’ ограничено [исполь- 
зовать b)]. 

24) Пусть F — полное отделимое локально выпуклое пространство, 
содержащее всюду плотное счетное множество. Пусть, далее, f — 
отображение 7 B F, скалярно п-измеримое и скалярно существенно 
ограниченное; показать, что для любой функции g € £1 отображение gf 


скалярно интегрируемо и | gf du ЕЕ. [Воспользоваться теоремой 4 
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из Топ. вект. простр., гл. ТУ, $ 2, заметив, что равностепенно непре- 
рывные подмножества из Ι΄’ метризуемы в топологии o(f’, р), и приме- 
нив теорему Лебега.] ἔς να 

*25) Пусть F — сепарабельное пространство pere, в котором 
всякая последовательность Коши в топологии O(F, F’) сходится в этой 
топологии (например, пространство LA(T’, у), если Т’ имеет счетный 
базис [гл. V, $ 5, упражнение 185)]. Показать, что всякое скалярно 
существенно интегрируемое отображение Г пространства 7 в F ска- 


лярно вполне `интегрируемо. [Вначале доказать, что \ ef due F 


для любой функции g Е Z° (в) с компактным носителем, заметив, что 
Г ц-измеримо (предложение 12), и применив предложение 8 и пред- 
положение. Отсюда, используя предположение, вывести, что 


| gl dE F для любой функции g€ 2” и любого множества A, 
А 


в обозначениях упражнения 19, доказать, что образ при отображении 
и; всякого равностепенно непрерывного подмножества из F’ относи- 


‘тельно слабо компактен в Li, применив для этого теорему Эберлейна 
(Топ. вект. простр., гл. IV, § 2, упражнение 156)) и тот факт, 4TO 
равностепенно непрерывные подмножества из F’ метризуемы в топо- 
логии O(F’, Р).] 

26) Пусть (fn) — последовательность таких и-интегрируемых функ- 


ций на Г, что sup | | fn (£) | du (= + co и sup | fn (¢) |< + © для почти 
n : n : 
всех LET. Показать, что существует такая последовательность 


(cn) скаляров, что Dilenl<+ors a 2: enfn не [-HHTerpupyema. 


[Применить к пространству L1 (№) =F теорему Гельфанда — Данфорда.] 

27) Пусть Е — сепарабельное действительное банахово простран- 
ство, G = Е’ — его сопряженное и С’ — подпространство простран- 
ства E, плотное в ЕЁ, отличное от E и бочечное [Топ. вект. простр., 
гл. III, $ 1, упражнение 6]. Показать, что если наделить G топологией 
0(G, С’), а его сопряженное G’ — £ (4; В) — топологией компактной 
сходимости, то G’ не будет квазиполным и найдутся такая сходящаяся 
‚к нулю последовательность (z,) в G’ U такая последовательность (A,) 
чисел >> 0.с конечной суммой, что ряд с общим членом Л„х» не будет 
сходиться в G’. [Сначала заметить, что всякое подмножество из С, 
ограниченное в топологии O(G, G’), ограничено по норме простран- 
ства G. Рассмотреть точку а € E, не принадлежащую С’, и последова- 
тельность (а») точек из С’, сходящуюся, ка в E и такую, что 


1\"” 
Нав а» | < (5) - 


являющегося счетным объединением компактных множеств. Наконец... 
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$ 2. Векторные меры 
1. Определение векторной меры 


Определение меры, данное в главе III, § 2, n° 2, допускает 
следующее обобщение: 


‚ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть F — отделимое локально выпуклое npo- 
странство над В. Векторной мерой на Т со значениями в F назы- 


вают всякое непрерывное линейное отображение пространства 


Определение 1 можно выразить и следующим образом: вектор- 

‘ная мера Ha 7 со значениями в F — это такое линейное отображе- 
ние 27 пространства &(T) в РЁ, что для любого компактного множе- 

ства К из Г сужение m на “&(T, К) непрерывно в топологии рав- 
номерной сходимости. Вместо m(f), где fEÆ(T), пишут также 


| 7 dm“ un | f(t)dm(t). Меры co значениями в R (то есть меры, 


определенные в гл. III, $ 2, n°2) иногда называют действитель- 
ными или скалярными мерами на Г. | 


Примеры. 1) Тождественное отображение пространства 
€A(T) на себя есть векторная мера Ha 7 со значениями в 6(Т). 

2) “Ilycts Н — комплексное гильбертово пространство, £(H)— 
нормированная алгебра всех его непрерывных эндоморфизмов 
и А — подалгебра алгебры L(H), коммутативная, замкнутая, 
<амосопряженная и содержащая тождественное отображение; дока- 
зывается, что существуют компактное пространство Х и изомор- 
физм нормированной алгебры А на алгебру &с(Х) всех непрерыв- 
ных комплексных функций на X, наделенную нормой || f || = 
— sup |7 (x)|. Сужение обратного изоморфизма на &(Х) есть 

ΧΕ : 


мера 27% Ha X со значениями в £ (7), удовлетворяющая условию 
»ι(6) = m(f)m(g)-, 


Замечания. 1) Для того чтобы линейное отображение 

nm пространства &(T) в F было векторной мерой, необходимо 
‚ и достаточно, чтобы для любого компактного множества К из T 
образ при отображении m единичного шара ||7 || < 1 простран- 
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ства &(T, К) был ограничен в F. Следовательно, понятие вектор- 
ной меры со значениями в F одинаково для всех отделимых локаль- 
но выпуклых топологий в F, имеющих одни и те же ограниченные 
множества, и, в частности, для всех топологий, согласующихся 
с двойственностью между F u F’ (Ton. вект. простр., гл. IV, 8 2, 
теорема 3). | | 

2) Пусть 7, — локально компактное пространство, Fi — отде- 
лимое локально выпуклое пространство над В, и — непрерывное 
линейное отображение пространства &(T,) в &(T) и v — непре- 
рывное линейное отображение F 8 F,. Если m — векторная мера 
на 7 со значениями в А, To v o MoU есть векторная мера на 7: 
со значениями в F1. В частности, если g — непрерывная конечная 
числовая функция на 7, то f->ne(gf) есть векторная мера Ha 7 co 
значениями B /, обозначаемая gm; если À — вторая непрерывная 
конечная числовая функция на 7, то g (hm) = (gh) m. 

3) Так как пространство 5 (7) есть индуктивный предел 
банаховых пространств & (7, К) и, в частности, бочечно (Τοπ. 
вект. простр., гл. ПТ, $ 1, следствие предложения 1 и предложе- 
ние 2), то для того, чтобы линейное отображение 2% пространства 
δ΄ (Τ) в Е было векторной мерой, необходимо и достаточно, чтобы 
z’om при любом 2’ € F' было скалярной мерой на T (Ton. вект. 
простр., гл. IV, $ 4, предложение 1 и следствие предложения 7). 


4) Вследствие замечания 1 предложение 1 § 3 главы III и его 
доказательство остаются справедливыми и для векторных мер. Зна- 
чит, можно снова определить носитель векторной меры m на 7 как 
дополнение наибольшего открытого множества U < Т, обладающего 
тем свойством, что сужение m на U равно нулю. 


2. Интегрирование относительно векторной меры 


Пусть т-— векторная мера на Т со значениями в F. Для 
любого #’€F’ отображение #’om есть скалярная мера на 7, 
линейно зависящая от 2’. Пусть f— числовая функция, опреде- 
ленная на Г; мы будем сокращенно говорить, что пара (f, m) 
обладает свойством Р, если для любого &’ ЕЁ’ пара (f, |2’°m|) 
обладает свойством Р. Так, мы будем говорить, что f существенно 
интегрируема относительно m, если для любого 2 CF’ функ- 
ция f существенно интегрируема относительно |*’om|, или, что 
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то же, если f существенно интегрируема относительно каждой 
из мер (2’om)* и (2’0m) (гл. У, § 3, следствие 1 предложения 6). 


Предложение 1. Пусть т — векторная мера на T co значе- 
ниями в Е, а |—числовая функция на Т, существенно интегри- 
руемая относительно т. Отображение 


9’ => | fd (=' ο т) — | fd (9’ ο m)” 
есть линейная форма на Г’. 

Обозначим это отображение через Ф. То, что Ф (Az’) — À (2’) 
при любом ACR, очевидно, и остается показать, что Ф (y’ ++") = 
— D (y')+D (z’). Положим и = |у’о т | | 2’эт|; тогда, согласно 
теореме Лебега—Никодима, можем написать 4/’о 7% = 8 ци 2’ om=hu, 
где g и й— ограниченные локально и-интегрируемые числовые 
функции (гл. У, $5, теорема 2); кроме того, имеем (y’om)* = gtu 
и (y'oM) —gu и аналогичные соотношения с заменой 4/’ на 2’ 
(соотв. y’+ 2’), а g на h (соотв. g+h). Теперь ясно, что f 
существенно и-интегрируема (гл. У, 8 3, следствие 1 предложе- 
ния 6), и доказываемое соотношение сводится к очевидному 


равенству (g-+h)*—(g+h) =(gt—g)+(h*—h). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть т — векторная мера на Т со значениями 
в Е, a |— числовая функция на T, существенно интегрируемая 
относительно т. Интегралом от f относительно т называется, 


и обозначается m (f) или | Гат, а также | f(t)dm(t), элемент 


из F'*, определяемый формулой 
Ca | fdm>= | fd (5’ om)* — | fd (z’ om)“. (1) 


Заметим, что если [ΕΖ (Τ), то так определенный элемент 
\ Тат совпадает с элементом, так же обозначенным в n° 1, ибо 


тогда правая часть формулы (1) есть | fa (Φ’ om) -- 6’ (т (f)) 


по определению. Кроме того, если, в частности, применить опре- 
деление 2 к случаю F=R, то для любого 2’ CF’ функция f 
будет существенно интегрируемой относительно действительной 
меры z’om и правую часть формулы (1) можно будет записать 


в виде | fd (z’ om). 
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Предположим, что f существенно интегрируема относительно M, 


и пусть 2’ СЕ’. Положим р=| от |; в силу теоремы Лебега — 
Никодима, #’om=gu, где g локально и-интегрируема и ||g||<1, 


и доказательство предложения 1 показывает, что | id (#’от) = 


— | fg du. Следовательно, | 
| т) |< Плат,  @ 


- Ясно, что множество всех конечных числовых функций, суще- 
ственно интегрируемых относительно M, есть векторное простран-. 
ство над В; примем обозначение L(m) для этого пространства, 
наделенного слабейшей локально выпуклой топологией, оставляю- 


щей. непрерывными все линейные формы 7 > | fd(z’ om), где 2’ 


пробегает F’. Отметим, что вообще локально выпуклое простран- 
ство L(m) неотделимо. 


Пример. Возьмем в качестве m тождественное отображение 
KAT) на себя. Так как сопряженное к 6 (Т) есть пространство M (7) 
всех скалярных мер на Г, то «6 (m) состоит из тех функций f, кото- 
рые существенно интегрируемы относительно каждой скалярной меры 


μ (см. упражнение 1), а интеграл | f dm есть линейная форма р > 


— | f du на M(T). Равенство | ran=0 для всех мер p€IN(7) 


может выполняться лишь при f—0, в чем убеждаемся, беря и =» 
где #— произвольная точка из Г; иначе говоря, отображение 


im | f dm есть инъекция пространства „Я (m) в алгебраическое 
сопряженное к M(T), продолжающая тождественное отображение 
A (Т) на себя. Следовательно, отношение | fdme F=&%# (T) равно- 


сильно отношению | € H (T). 
Пусть и — непрерывное линейное отображение пространства À 
в отделимое локально выпуклое пространство G; сохраним обозна- 
чение и и для его продолжения путем образования второго 
сопряженного до линейного отображения Ё”* в G'* ($1, n° 4). 
При этом соглашении имеем 
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ПредложениЕ 2. Всякая числовая функция f, существенно 
интегрируемая относительно т, существенно интегрируема. 


относительно иот, U | [а (ит) =u | | f dm) 


Предложение очевидно, если принять во внимание равенство 
youom='u(y')om для каждого γ΄ CG’. 


Вообще, если f€£L(m), то интеграл | тат принадлежит F'*, 
но не А (см. пример выше). Однако, 


Предложение 3. Если образ при отображении m множества 
тех | Е (Τ), для которых a ΓΤ) | <1, слабо относительно 


компактен в F, mo [ fdmcF ns любой ограниченной числовой 


функции |, существенно интегрируемой относительно m. 
Пусть А — множество тех [EL (т), для которых зар |} (|< 1 
ЕТ 


u B=A(\& (Г); множество m (В), по условию, слабо относительно 
компактно в К, и, значит, достаточно показать, что m (A) 
содержится в замыкании (в А”) множества m (В) относительно 
топологии o(F’*, Е”); а поскольку 7 (В) выпукло и уравновешено, 
TO достаточно доказать, что поляра множества ‘т (В) в 7” 

содержится в поляре множества m(A) (Топ. вект. простр., 
гл. IV, $ 1, предложение 3). Но для того чтобы линейная форма 
β΄ СЁ’ принадлежала (21 (В))°, необходимо и достаточно, чтобы 


Je”, т (g)) el | gd (CA om) |<! для каждой функции gEB, что 


означает, что скалярная мера |#’от| ограничена и ее норма 
не превосходит 1 (гл. Ш, $ 2, предложение 3); а согласно фор- 
муле (2), последнее условие влечет, что | (a ‚m(f)))<1 для 
каждой функции f € A, откуда 2’ С (т (A)). 


Следствие 1. Если для любого компактного множества К изТ 06- 
раз при отображении m множества тех | CH (T, К), для которых 
sup 11 (2) |< 1, слабо относительно компактен в F, то ὦ TdmeF 
Gas любой 02 раниченной функции fEL (т) с компактным носи- 


телем, и. | fdmer” для любой функции TEL (m). 
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Первое утверждение непосредственно следует из предложения 3: 
если { ограничена и имеет компактный носитель, а О — относи- 
тельно компактная открытая окрестность носителя функции f, 
то сужение 2% на подпространство 64 (U) есть мера my на U, 
удовлетворяющая условиям предложения 3, и имеем | fdmy= 


© 


= | Гат (гл. У, § 7, теорема 1), а значит, | fam CF, 


Пусть теперь f— произвольная функция из L (m); для каж- 
дого компактного множества К из Г и каждого целого п >> 0 обо- 
значим через fn, к числовую функцию на Г, определенную сле- 
дующим образом: если t¢ K, то fn, x (t) =0; если {ЕК и |1 (|< п, 
то fn, x (t)=f (); наконец, если {СК и |/(t)|>n, то fn, к (t) — 


ΠΠ. Ясно, что f(t) при любом {ET есть предел функций 


fn, к (И по фильтру — произведению фильтра‘ Фреше на фильтр 
сечений упорядоченного (фильтрующегося по возрастанию) мно- 
жества всех компактных подмножеств из T. A так как | fn, «|<|f |, 
то из теоремы Лебега и предложения 8 § 2 главы У, применен- 
ных к каждой скалярной мере |#’om|, вытекает, что fp, x схо- 
дится к | в & (7%) по указанному фильтру. Следовательно, инте- 
грал | fdm является точкой прикосновения в Ё”* (в топологии 


o(F’*, F’)) множества М всех m(fn, x). Но первая часть след- 
ствия показывает, что MCF, а с другой стороны, для любого 


2’ CF’ имеем |( 2’, т (fn, x))|< | |f|d|2’ om], чем доказано, что 
М ограничено в F,, а значит, и в # (Ton. вект. простр., гл. IV, 


§ 2, теорема 3). Тогда лемма 4 § 1 показывает, что | f dm € F”. 


Следствие 2. Если F полурефлексивно, то | ат СЕ для любой 


числовой функции |, существенно интегрируемой относительно т. 


3. Мажорируемые векторные меры 


Пусть 9— полунепрерывная снизу полунорма на F. Обозначим 
через A, множество =’ € F’, для которых | { 2’, x) |< q (x) при любом 
x € F. Это — поляра в А’ множества тех СР, для которых g (x) < 1; 


для любого xCF справедливо равенетво g(x)=sup |(x, 2’). 
! z’EA, 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8. Пусть т — векторная мера на T co значе- 
ниями в F и 4—полунепрерывная снизу полунорма на F; 2060- 
pam, что т 4-мажорируема, если существует такая положи- 
тельная мера u, что |2’от |< для любого Е Ас; тогда 
верхняя грань мер |2от|, где =’ пробегает Ag (гл. Ш, $2, 
теорема 3), обозначается η (т). Говорят, что m мажорируема, 
если она 4-мажорируема для любой непрерывной полунормы q на F. 


Если обе меры m и Mm’ 49-мажорируемы, то, очевидно, их 
сумма т-- m’ также 4-мажорируема и 


q (т + т’) <q (m) + a (т). 


Когда 7 — нормированное пространство, C нормой, обозначае- 
мой |x|, утверждение, что Mt мажорируема, означает, следова- 
тельно, что меры |z’om|, где |2’|<1, мажорируются одной 
и той же положительной мерой; в этом случае через |m| 060- 
значается верхняя грань этого семейства мер. 


Если F=R, то мера |m |, соответствующая евклидовой ROBES 
|a| на В, совпадает с мерой, обозначенной через |т| в n° 4 $ 2 
главы ПТ. 


ПредложЕениЕ 4. Пусть и peine семейство отдели- 


мых локально выпуклых пространств, F = Ц К; — их произведе- 


ние, qi (1<i <n) — полунепрерывная снизу полунорма на Е; u g— 
полунорма на F, определяемая формулой q(H4, ..., 5) = 


ορ > qi(xi). Если т; (1< <n) — 9:--мажорируемая векторная 
i=1 


мера на T co значениями в F;, то мера m=(mı, ..., Mn) 

со значениями в Е 49-мажорируема. 
В самом деле, сопряженное пространство А’ ‘отождествимо 
п k 

С al Fi так, aro если ж= (№ ЕЁ и 2 '—(4;)€F", το (x, 2')= 
i=1 | 


$ п 
= 2 (xi, #4). Если |(ж, 2’)|<q(x) для всех cEF, то, в част- 


ности, (sei, 21)|<а:(ж) (1<i<n), и так как обратное очевидно, 
то множество Aj есть произведение множеств Aq. А так как, 
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по условию, |2jom;|<g; (mj) для Е Ag; то заключаем, что 


|2’ т |< <3, | ziomi|< 3 4: (1211) 
для любого #’€ Ag, и предложение доказано. 


Следствие. Если пространство F конечномерно, то всякая 
векторная мера M со значениями в Е мажорируема. Для того 
чтобы числовая функция была существенно интегрируема отно- 
сительно т, необходимо и достаточно, чтобы она была суще- 
ственно интегрируема относительно |m| (где | x| означает про- 
извольную норму на F). 


ПрЕдложЕениЕ 5. Пусть 4 — полунепрерывная снизу полунорма 
на Е. Пусть, далее, тр-—49-мажорируемая мера и |— сущест- 
венно интегрируемая относительно m функция, для которой 


| ат ЕР. Toeda 


a( (fam) < |*|fIda(m). 


Smee в силу формулы (1) и соотношения |z’om|< 
<q(m) для #'€ Az, имеем 


а (ат) = a Sd ae а. 


2 "GAG 
< τ | f| dg (m). 


ПредложЕениЕ 6. Пусть F — квазиполное отделимое локально 
выпуклое пространство и m— мажорируемая мера на Т co зна- 
чениями в Е. Если числовая функция f существенно интегри- 
руема относительно всех мер q(m) (где q пробегает множество 
всех непрерывных полунорм на F), mo f существенно интегрируема 


относительно т U | fdmcr. 


Нам понадобится следующий вспомогательный результат. Пуеть 
(μιλιει-- фильтрующееся по возрастанию семейство положительных 
мер на 7. Обозначим через 51 ((μι)ιετ) векторное пространство всех 
конечных числовых функций на Т, существенно ш-интегрируе- 
мых при каждом ΙΕ], наделенное топологией, определяемой 
- 4. H. Бурбаки | 
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полунормами {ны ш (||) wel). Пусть, далее, Lo — векторное 
подпространство пространства 51 ((μι)ιει), порожденное произведе- 
ниями £Px, где g пробегает множество всех непрерывных конечных 
функций на 7, а К — все компактные подмножества из 7. 


Лемма 1. Если Lo u H(T) наделены топологией, индуцирован- 
ной топологией пространства Φ(μι)ιετ)ν то: 

а) всякий элемент из Lo есть точка прикосновения некоторого 
ограниченного множества из K(T); 

_ Ъ) всякий элемент us L£X(u,)21) есть точка прикосновения 
некоторого ограниченного множества из Lo. 

Для доказательства утверждения а) можно ограничиться слу- 
чаем элемента вида f = 59к (g Е G(T), К компактно в Т). Непо- 
 средственно ясно (в силу теоремы Урысона), что f — точка при- 
косновения множества В функций вида gh, где h пробегает все 
непрерывные отображения 7 в [0, 1], равные 1 на К и 0 на допол- 
нении некоторой фиксированной компактной окрестности Н мно- 
жества А. Кроме того, множество В ограничено, ибо щ( | gh |) < 
< u(| σφπὶ) для любой функции hk, обладающей указанными 
свойствами. | 

Теперь докажем Б): можно ограничиться случаем элемента 
f>0 из 9: ((и,), т). Для любого LEI и любого # >0 существует 
такое компактное множество К (1, ε) в Г, что сужение fina К (t, ϐ) 
непрерывно и u (| {— Ίφκει, =) |) <=. Ясно, что f — точка прикосно- 
вения множества С всех fru,e $ СТ, => 0). В силу теоремы 
Урысона, множество С содержится в Lo; кроме того, оно ограни- 
чено, так как μκ(]φκει, 2)) < Их GP), каковы бы Hu были LET, хЕ1 
и 8 >0. 


Перейдем к доказательству предложения 6: для любой функ- 
ции 26 6’(Т) и любой непрерывной полунормы 4 на F имеем 
а( | ват) < \ Isla (2%)) (предложение 5), откуда вытекает, 


_ что отображение g = | gdm пространства % (1) в F непрерывно 


при наделении 6(Т) топологией, индуцированной топологией 
пространства 1 ((4 (%))со) (где О — множество всех непрерывных 
полунорм на F). Следовательно, в силу предыдущей леммы 
и предложения 8 из Топ. вект. простр., гл. ПТ, 8 2, это отобра- 
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жение продолжается по непрерывности сначала до непрерывного 
линейного отображения Vo пространства Ly в F, а затем до непре- 
рывного линейного отображения v пространства 1 ((4 (т))асо) 
в Р. При этом для любого &’ЕЁ’ соотношение (2’,v(f))= 


= | fd(z’om) справедливо по определению р для всех FE (T); 
а поскольку |=’ о 2% | <4 (7) для 49(2)=|(=’, 2)|, то отображение 
lb | fd(z’om) непрерывно на 1 ((4 (т)) со), и значит, имеем 
‘снова, по непрерывности, соотношение {#2 (у | fd(z’ ο т) для 
любой функции [65 ((4 (т))лсо). Отсюда следует, что v(f)= 


= | fdm, и предложение доказано. 


4. Векторные меры с базисом μ 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть и — положительная мера на T. Вектор- 
ная мера т на T co значениями в F называется мерой с бази- 
сом и, если существует отображение f пространства T в F, 


скалярно локально ц-интегрируемое и такое, что т (7) = | gf du 


для каждой функции gEK (LT). Гогда f называют плотностью 
меры т относительно WL и пишут т = ри. 


Очевидно, если fı и fa — плотности меры Mt относительно U, 
то fi—f2 скалярно локально и-пренебрежимо (гл. У, $5, след- 
ствие 2 предложения 5); напомним, что из этого, вообще говоря, 
не следует, что fi — [> равно нулю локально почти всюду (см. ὃ 1, | 
упражнение 12 и n° 1, замечание 2). 


Пусть m — мера с басисом U и плотностью f. Для того чтобы 
числовая функция g была существенно интегрируема относи- 
тельно mm, необходимо и достаточно, чтобы gf было скалярно 
существенно ц-интегрируемо (гл. У, $ 3, теорема 1). 


ПредложЕНИЕ 7. Пусть отображение f, скалярно локально 
интегрируемое относительно некоторой ` положительной меры U 


на Т, таково, что \ ef duEF для каждой функции ЕТ). 
| a 
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Гогда отображение g —> | gf du пространства €& (T) в Е есть 


‚векторная мера на Т с базисом u и плотностью f относительно u. 
Действительно (n° 1, замечание 3), достаточно показать, что 


если положить m (g) = | gf du, то z’om будет скалярной мерой 


при любом 2’ € F’, Но так как 2’ (131 (2)) = | σία, fy du, to 2’ от = 


—=(#’, f)W, откуда и следует наше утверждение. 


~ 


Предложение 8. Пусть и — положительная мера на T, а m— 
мера на T со значениями в F с базисом u и плотностью f отно- 
сительно и. Пусть, далее, 4 — полунепрерывная снизу полунорма 
на Е. 

а) Если для каждого компактного множества К us Т верхний 


интеграл = (gof) du конечен, mo m 49-мажорируема. 
K | | 
Ὁ) Если т g-mascopupyema, mo 4(т) имеет базис №; если, 


кроме того, Г и-измеримо как отображение T в Fy, mo gef. 
локально и-интегрируемо и 4 (т) = (gqof)u. | 

a) Для любого конечного множества J € А. обозначим через Ay 
верхнюю грань мер |#’om|, где =’ пробегает J; если gy= 
τρίς ‚|; то Ay=gsp (гл. У, $ 5, предложение 5). Для 


а относительно компактного открытого множества U πα T 
обозначим через Ао сужение Ay на U; покажем сначала, что 
семейство (Лу, 0}, где J пробегает фильтрующееся множество % 
всех конечных подмножеств из Aj, мажорировано в 3} (0). Дей- 
ствительно, для любой функции й >20 из & (U) имеем 


| | вали = | hey du < ie (4 ο ἢ k du <||h || | er) an, 
U 
$ 


откуда и следует наше утверждение (гл. II, $ 2, n° 2). Пусть 
vy — верхняя грань этого семейства в M(U). Если 0’ — второе 
_ относительно компактное открытое множество в 7, причем U CU’, 
то Vy есть сужение Vy на U, как это сразу. вытекает из выраже- 
ния для верхней грани фильтрующегося по возрастанию множе- 
ства мер (гл. II, $ 2, n° 2) и того, что Ах, и есть сужение Aj, ur 
на U. Следовательно, имеется, и притом только одна, положи- 
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тельная мера v, сужением ‘которой на каждое U служит vy 
(гл. Ш, $ ὃ, предложение 1), и ясно, что V=q(m). 

Ὁ) Так как А, — меры с базисом п, то этим свойством обладает 
fl их верхняя грань 4 (2%) (гл. У, $ 5, теорема 2). Если f ц-изме- 
римо в топологии о (Ё, Е’) пространства А, то, как сразу следует. 
из определений, отображение # - (gz (1)) σεῖς Пространства Т в про- 


странство-произведение RS и-измеримо; а так как семейство (g;) 


фильтруется по возрастанию, то отображение qof — SUP g,; пц-изме- 
ТЕЗ 
римо и для любого компактного множества К из Т имеем 


| (qof) du = sup \ в; ай < | dq(m) (гл. У, § 2, предложение 9). 
К q K K 


Ho это доказывает, что gef локально и-интегрируемо и № < 
<(qof)u<q(m) при любом JE; а отсюда, .по определению, 
4 (m) = (aes) p. 


Замечание. Предположим, что“в À, существует счетное 
множество D, плотное в топологии о (Ё”, Г); тогда функция gof 
всегда и-измерима, ибо q(f(t))=sup|(=’,f(t))| (гл. ТУ, 8 5, елед- 

z’eD 


ствие 1 теоремыг 2). В таком случае для любого компактного 


множества А из T имеем ИС of) du = sup | gs du, где J пробе- 
J 
K K 


гает счетное фильтрующееся множество всех конечных подмно- 
жеств из D (гл. IV, $ 1, следствие теоремы 3); мы видим, таким 


: * 
образом, что в этом случае выполнение условия | (q °f) du << + οο 


для любого компактного множества К из Т необходимо и доста- 
точно для того, чтобы M было 9-мажорируемо. 


ПрЕдложеЕНИЕ 9. Пусть F — конечномерное банахово простран- 
ство. Всякая мера т na Т co значениями в Е есть мера с бази- 
сом |m|. Если т= т |, то |f(t)|=1 локально почти всюду 
относительно |т|. Для moze чтобы ть было мерой с базисом U, 
необходимо и достаточно, чтобы |т| было мерой с базисом μ. 
и если т = ди, то |m|=|g|u. 

Пусть (e;)ı<i<n — базис пространства F u (ei) 1<i<n — COMPAVKEH- 
ный базис пространства Ё’. Tax как |ejom|<|m| для любого 
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индекса i, TO (гл. У, § 5, теорема 2) ejom-=h;|m|, где h; orpa- 
n 

ничены и |e |-измеримы. Тогда m—h|m|, где й = S) hye;. Если 
| i=1 


m=flml|, то предложение 8 показывает, что |#|—|f||m|, 
откуда |f(t)|=1 локально почти всюду относительно || (гл. У, 
$ 0, следствие 2 предложения 5). Последнее утверждение сразу 
вытекает из предложения 8. 


n 
Замечание. Если z= ух зе, TO |#|=1 (21, ..., 20) есть поло- 
i=1 
жительно однородная непрерывная функция на В”. Положив п; = 
=e;om=h;|m|, по определению (гл. У, $ 5, n° 9), получим 


4 (lu, ..., Bn) =P (hr... hn) | m|=|h||m| =| mI. 


5. Теорема Данфорда — Петтиса 


Пусть и — положительная мера на Г. Говорят, что векторная 
мера m на 7 со значениями в Ё имеет скалярно базис u, если β΄ om 
для любого 2’ ЕЁ’ есть скалярная мера с базисом u. Если вектор- 
ная мера 2% со значениями в Ё имеет базис и, то она и скалярно 
имеет базис u: в самом деле, если m = fu, то от = (x, Ри 
при любом =’ ЕР’. Но существуют векторные меры, имеющие 
скалярно базис u и не являющиеся мерами с базисом и (упражне- 
ние 17), а с другой стороны, существуют векторные меры, не 
имеющие скалярно базиса V ни для какой положительной меры V; 
отметим, однако, что всякая мажорируемая мера m? со значениями 
в нормированном пространстве, в силу теоремы Лебега — Нико- 
дима, имеет скалярно базис ||. 

Пример. Возьмем в качестве m тождественное отображение 
Wf (Т) на себя. Утверждение, что Mm имеет скалярно базис п, означает, 
что всякая действительная мера на 7 есть мера с базисом и. В частно- 
сти, точечная мера €; (ЕС Т) должна быть мерой с базисом U, что 


возможно лишь когда u ({#}) > 0 при любом Е СТ, и влечет, в част- 
ности, что всякое компактное множество в T счетно. 


В этом n° мы докажем результат, обобщающий одно из след- 
ствий теоремы Лебега — Никодима, а именно, что сопряженное 


к LA(u) есть L™ (в) (гл. У, $5, теорема 4), и дающий достаточное 
условие того, чтобы векторная мера, имеющая скалярно базис u, 
была мерой с базисом и. 
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Пусть x — каноническое отображение £°(u) на Г” (р). Будем. 


говорить, что векторное подпространство С поостранства L” 
подъемно, если существует такое его линейное отображение 


p BL (u) (называемое подъемом С), что п ор тождественно на С 
и | o(f)(t) | < No(f) для всех t ET uf €G. 


Можно доказать, что если u — мера Лебега на В”, то все про- 
странство 1 (R", u) подъемно (упражнение 18). 


Лемма 2. В банаховом пространстве 1 (Т, и) всякое cenapa- 
бельное подпространство G подъемно. : 

По условию, в G существует счетное плотное подмножество H, 
являющееся векторным подпространством над полем © рациональ- 
ных чисел; пусть (й„) — (счетный) базис Н над О. Для каждого 
целого п обозначим через h, какой-либо элемент из £” такой, что 
л(й,,) = №, и пусть р’р— О-линейное отображение H в £”, опре- 
деляемое равенствами 0 (ΠΠ) = hy; ясно, что лор тождественно 
на Н. При этом для любого À ЕН всюду, кроме точек ¢ некоторого 
локально пренебрежимого множества A(h), выполняется неравен- 
ство | 0 (h)(t) | < Noh). Пусть А — объединение всех множеств 
A(h) ВЕН); оно снова локально пренебрежимо. Для каждого 
h € H обозначим через p(h) функцию. h” Е 1”, определяемую 
условиями h"(t) = p’(h)(t), если 14 A, и h(t) = 0, если t € À. 
Ясно, что р есть такое О-линейное отображение H в подпростран- 
ство # всех ограниченных функций из £”, что лор тождественно 
на H и | p(h)(t) | < No(h)} для! всех ВЕН и: ЕТ. А так как ® 
есть банахово пространство с нормой || f || = sup ‘| f(t) | (гл. IV, 

Ste 


2 


$ 5, теорема 2), то с продолжается до непрерывного В-линейного 
отображения (1 в Z, очевидно, являющегося подъемом Ge 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть F — отделимое локально выпуклое про- 
странство и Г. — его сопряженное, наделенное топологией o(F', F). 


Через Ὅς’ обозначается векторное пространство таких отобра- 
$ 


жений f пространства T в Fs, что f ckanapno u-usmepumo и 
равно скалярно почти всюду (относительно и) отображению Т в 


\ 
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_ некоторое равностепенно непрерывное подмножество из F'. Через Ly 
: $ 


. O9 
обозначается факторпространство пространства FL в. по про- 


+ ; u 
странству всех скалярно локально и-пренебрежимых отображений 
TIER, 


Когда F удовлетворяет условиям предложения 13 $ 1, функции 
из 2», и-измеримы в слабой топологии o(F', F), но не обязательно 
$ 5 


измеримы относительно сильной топологии B À’, даже если F — 
банахово пространство ($ 1, упражнение 17). При тех же услови- 
ях, скалярно локально п-пренебрежимые отображения T в F; 
совпадают с локально |п-пренебрежимыми отображениями T BF, 
(8 1, замечание 2). 


Когда F — сепарабельное нормированное пространство, эле- 
ментами пространства 54° 5’ Служат р-измеримые отображения 
$ ΄ 


f пространства 7 в F;, для которых | f | ограничено по мере; в этом 
случае можно определить в пространстве L}: структуру норми- 
$ 


рованного пространства, наделив его нормой №» (гл. ТУ, $ 6, 
ο 
n 9). 


JIEMMA 3. Пусть Е — отделимое локально выпуклое простран- 
ство u Г— элемент из LE. Для каждого zEF имеем (5, EL” 
$ 


O9: 


и линейное отображение # нп ((=, Г)) пространства Е в Г 
непрерывно; если κ тому же Е— нормированное пространство, 
то 


Now ((=, 1) < О 


Из определения ясно, что функция (=, f) и-измерима и огра- 
ничена по мере; заменив, если нужно, Г функцией, принадлежа- 


щей к тому же классу в L, можно, кроме того, считать, что. 


Е. ? 
Г(Г) < V°, где У — некоторая уравновешенная выпуклая окрест- 
ность нуля в f (что изменит (£,/f) лишь на локально пренебре- 
жимом множестве, зависящем от #). Тогда отношение & € V будет 
влечь неравенство |(4, f(¢))|<1 при любом LET, чем доказана 
непрерывность отображения Zr л ((х, /)). Последнее утвержде- 
ние леммы очевидно. | 
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Лемма 4. Пусть Е — отделимое локально выпуклое простран- 
ство и }— элемент us ©’. Для любой числовой функции 864" 
$ 


функция gf скалярно существенно и-интегрируема и | ef du € Ff’. 

Действительно, для любого z€F функция (=, f) принад- 
лежит 5”, откуда следует первое утверждение. Кроме того, 
можно, не изменяя | gf du, считать, что f(T) CV’, где У — неко- 
торая уравновешенная выпуклая окрестность нуля в F. Тогда 


отношение #€V влечет . неравенство |(2, f(t))|<1 для любого 


LET, откуда KG | гар»|= | @ реа | < М, чем дока- 


зано, что | ef quer’. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Е — отделимое локально выпуклое простран- 
ство, содержащее всюду плотное счетное подмножество. Для 


каждой функции ЕЕ Ly и каждого zEF положим v;(?) = 
—=л ((=, f}) EL"; отображение f > vz определяет факторизацией 
линейную биекцию пространства Ly на пространство & (Е; L”) 
всех непрерывных линейных отображений Е в L”. Если F— 
нормированное пространство, то эта биекция является изо- 
метрией. | 

В силу леммы 3, первое утверждение будет доказано, если 
мы покажем, что для любого непрерывного отображения и про- 


странства F в L” существует такая функция fEL,, что 
$ 
л ((=, Г)) =и (2) при всех #ЕЁ и что класс f Β Le определяется 
RB { 


этим условием однозначно. Второе утверждение очевидно, ибо 
если л((=, Г)) =л ((&#, Τὺ) для каждого #ЕР, то разноеть fı —f 
скалярно локально пренебрежима. С другой стороны, существует 
подъем р подпространства u(F) в £” |(лемма 2). Для любого 
{СТ отображение # ны р (и (&)) (7) есть непрерывная линейная 
форма на 7, то есть элемент f(t) пространства А”. Функция f 
скалярно и-измерима, поскольку (2, Г) = (и (=)) 6 $” для любого 
# ЕЁ; имеем л ((2, Г)) =u (=); наконец, для любого {ΕΤ и любого 2, 


принадлежащего прообразу У единичного шара пространства L~ 
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относительно отображения и, имеем 


| (а, Л (6) [= р & (2)) (|< № (и (2)) < 1, 
чем доказано, что f(t)EV? для каждого ЕЕ Г. 
Если, к тому же, F — нормированное, то изложенное показы- 
вает, что Sup] Е ()|-«Πω|. Однако с другой стороны (лемма 3), 


Мо» (и (#)) < |218 Л OT, 


и это неравенство сохраняется при произвольном изменении f 
на локально пренебрежимом. множестве. Отсюда заключаем, что 


Пи |= № (D. 


Следствие 1. Пусть Е — отделимое локально выпуклое про- 
странство, содержащее всюду плотное счетное подмножество. 


Для каждой функции EL, каждого zEF и каждой функции 


get! положим D; (2, δ) = | (5, f (t)) g (t) du(t). Отображение 


/+> PD; определяет факторизацией линейную биекцию простран- 
ства Le, на пространство # (Е, L') всех непрерывных билиней- 
8 : 


> à 


ных форм на FX L1, Если F—nopmuposannoe пространство, 
_то эта биевция является изометрией. 

В самом деле, можно предполагать, что f (7) — равностепенно 
непрерывное подмножество из F'. Тогда ясно, что Dy, раздельно 
‚непрерывно, и (принимая во внимание, что Г.” есть пространство, 
сопряженное κ LA (гл. У, $5, теорема 4)) в обозначениях теоремы 1 
и Приложения имеем ἰῷ; = vy. Теперь следствие вытекает из 
теоремы 1 в силу предложения 1 Приложения и его следствия. 


Следствие 2 ` (Теорема Данфорда — Цеттиса). Пусть Е — 
отделимое локально выпуклое пространство, содержащее всюду 


плотное счетное подмножество. Для каждой функции ГЕ 

и каждой функции g Е L* положим wz (8) = | of du Е Е’ (лемма 4). 

Отображение f —> wy определяет факторизацией линейную биекцию 

пространства 12 на пространство AR(L!, Г’) mex линейных 
8 


’ —_ 
отображений и пространства Ιλ в Е, при которых образ единич- 
ного шара является равностепенно непрерывным множеством 6 Ё. 
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Если Е — нормированное пространство (в этом случае R(L!, Е’) — 
пространство ecex непрерывных линейных отображений ГЛ в силъ- 
ное сопряженное к F), то биекция f > Wr есть изометрия. 


Поскольку L” — сопряженное к L!, это вытекает из предыду- 
щего следствия, предложения 1 Приложения и его следствия. 


Замечание. Ясно, что отображение u € Я (L!, F') непрерыв- 
но в любой С-топологии пространства F’ (где © — покрытие простран- 
ства F его ограниченными подмножествами). Обратно, если, кроме 
того, предположить что F бочечно, то всякое непрерывное линейное 
отображение L! в Κ΄, наделенное ©-топологией, переводит единичный 
шар пространства LA в ограниченное и, следовательно, равностепенно 
непрерывное множество в F’ (Ton. вект. простр., гл. III, $ 3, теорема 2), 


Следствие 3. Пусть F — отделимое локально выпуклое про- 
странство, содержащее всюду плотное счетное подмножество, 
и т — векторная мера на Т со значениями в слабом сопряженном 
Е’ к Е. Если образ при отображении m множества В тех функций 
g из &(T), для которых pw(| g |) < 1, содержится в замкнутом 
выпуклом равностепенно непрерывном подмножестве Н ео 
то M есть мера с базисом, U и обладает такой плотностью f отно- 
сительно u, что f(t) ЕН’ при всех Е ET. 

Из условия вытекает, что 2 непрерывно при наделении %(t) 
топологией, индуцированной топологией пространства L'(u) (опре- 
деляемой полунормой Λι); следовательно, M продолжается до 
непрерывного линейного отображения и пространства (u) 
в пополнение С слабого сопряженного к Й; но так как H’ — ком- 
пактное множество B G, а образ при отображении и множества В 
тех f Е £?, для которых N,(f) < 1, содержится в замыкании мно- 
жества Н’ в G, то и(В) < Н’ и, значит, и отображает £1 в Г’. 
А так как N,(f) < в влечет u(f) € eH’, то u(g) = 0 для ц-пренебре- 
жимых ©, и, стало быть, к отображению Li в F’, полученному 
факторизацией из и, можно применить следствие 2, что и приводит 
к утверждаемому результату. 


Следствие 4. Пусть Е— сепарабельное нормированное про- 
странство u.m— мера na Т со значениями в сильном сопря- 
женном Е’, мажорируемая нормой последнего. Тогда т — мера 
с базисом |m|, и ели m=f|m|, то |f(t)|=1 локально почти 
всюду относительно |т|. 
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Действительно, по условию, для любого #ЕЁ, такого, что 
|2|<1, имеем |(z, me(g))|<|m|(|g|) для всякой функции 
ge (1), и, значит, |7 (2) |<|т|(|=|) (Топ. вект. простр., 
гл. IV, ὃ 5, предложение 4). A так как всякий шар в А’ равно- 
‘степенно непрерывен, то применимо следствие 3, показывающее, 
что 2%— мера с базисом |т|; кроме того, если m=f|m|, то 
f |m |-usmepuma в топологии o(F’, F) ($ 1, предложение 13) 
и |m|=|f||me| (предложение 8), чем следствие и доказано 
(гл. У, § 5, следствие 2 предложения 5). 


Применив это следствие к случаю конечномерного Ё, вновь полу- 
чим в качестве частного случая первую часть предложения 9. | 


6. Сопряженное к пространству ТЕ (F— сепарабельное 
бапахово пространство) 


Предложеник 10. Пусть ЕЫ— сепарабельное банахово про- 
странство. Для любой функции f€ Lh и любой функции 9%, 
‘числовая функция (f, 9): => (f(t), 9 (t)) существенно и-интегри- 
руема и ? 


LJ (A, 9 dn] < М, (f) №» (9). (3) 


Пусть 0(g) для любого класса gE Lr: означает непрерывную 

8 
линейную форму на Гр, полученную факторизацией из линейной 
формы fr | (f, g)du na ФЕ; тогда 0 есть линейная uzomempua 


oe = 
npocmpancmea Ly на сильное сопряженное (Lr)’ к банахову 


пространству Lr. 

Для любого компактного множества А из Г, и любого > 0 
существует такое компактное К’ © К, что p(K — К’) < ви cyxe- 
ние f (соотв. g) на Κ΄ есть непрерывное отображение Κ΄ в F (соотв. 
в Р.); следовательно, множество g(K’) слабо компактно и, значит, 
равностепенно непрерывно в Ё’ (Ton. вект. простр., гл. IV, $5, 
n° 4). Но сужение определенной на F X Ё’ канонической били- 
нейной формы на произведение пространства F и равностепенно 
непрерывного множества из Κ΄ непрерывно в произведении тополо- 
гий пространства F u o(F’, δ} (Общ. τοπ., гл. X, 2-е изд., 8 2, 
следствие 4 предложения 1); отсюда заключаем, что сужение 
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(f, 9) на К’ непрерывно, и, следовательно, функция (f, g ) и-изме- 
рима. Кроме того, 


Od, IM I< [FO II Ol< |FO [№ (9) 


локально почти всюду, а значит, (f, 9) существенно и-интегри- 
руема и справедливо неравенство (3) (гл. ТУ, 6 5, теорема 5 
и гл. У, $ 2, предложение 5). 

Остается показать, что 09— сюръективная изометрия. Пусть 
и — непрерывная линейная форма на Ly. Отображение (h, 2) > 


>u(hz) есть непрерывная билинейная форма ma ZLiXF, ибо 
| u (he) | < [м || (he) < | и [21 № (1). 


В силу следствия 1 теоремы 1, существует такое отображе- 
ние g пространства Г в Ff’, принадлежащее Ly’, что |g (t)| < 
<||u|| при всех t€T u и (hz) = | (hz, g)du для любой функции 
h€ £1 класса В в L! и любого zEF. Иными словами, линейные 


формы u и 0 (9) совпадают на подпространстве пространства Lf, 
порожденном элементами вида he (hE LA, zEF). А так как это. 
подпространство плотно в Др (гл. ТУ, § 3, предложение 10), το, 
следовательно, и=6 (4), чем уже доказано, что 0 сюръективно. 
Кроме того, на основании (3) имеем 118 (9) |< Nolg) < |и|= 


=||0(g) |, откуда |0 (9) |= №» (9), что и завершает доказатель- 
ство. 


7 Интегрирование BEKMOP-PYHRUUU относительно 
векторной меры 


ПрЕдложЕниЕ 11. Пусть Е, G, H— баналовы пространства 
и Ф- непрерывное билинейное отображение FXG в H. Пусть, 
далее, m— мажорируемая векторная мера на Т со значениями 
e G. Тогда существует, и притом единственное, непрерывное 


линейное отображение Ip,m пространства L£r(|m|) в Н, такое, 


что To, m (hz) =Ф (2, | ват) для любого REF и любой 


” 
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интегрируемой относительно | m | числовой функции h. При этом 
а, т ФИ fifldimel . (4) 


для любой функции fE Lp(\m}). 

Если такое отображение существует, то его значение для 
размещенной на | т |-интегрируемых множествах функции f одно- 
значно определено: в самом деле, как известно, в этом случае 


можно написать, что f= 2) aipx,, тде Χι |т|-интегрируемы 
и попарно не пересекаются, а а: EF (гл. IV, $ 4, лемма 1). Стало 
быть, значение Io, m(f) AOTKHO ‘быть равно УХ (ai, | x, dm | 3 
Но (предложение 6) 
| > D (ai | Px, dm) <] | bY | a; ||| (Xi) = 
i i 
=|] | Irlalmı, (5) 


чем прежде всего доказано, что элемент 27 (ai, | ox, dm) 


пространства Н не зависит OT выражения Pres f в виде 
У ах, так что его можно записать в виде Jp m(f). Легко 
i 


видеть, что так определенное отображение Ip,m линейно на про- 
странстве ё&, всех размещенных на | 12} |-интегрируемых множе- 
ствах функций: действительно, достаточно представить две функ- 


ции Ги g из &r в форме f= D ax, И g = >) διφχ, с одним 
- 1 ί 


и тем же конечным семейством попарно не пересекающихся 
| 2% |-интегрируемых множеств Х; (что возможно на основании 
леммы 1 § 4 гл. IV). Тогда неравенство (5) показывает, что Ip, m 
непрерывно HA &r, а так как это подпространство всюду плотно 


в £k (гл. IV, § 4, следствие 1 предложения 16 и гл. У, $ 2, 
предложение 6), то отсюда вытекают существование и CRHHCTBEH- 
HOCTb Ig, m; равно как и неравенство (4). 

To, т (Г) называется интегралом от f относительно 1% (по OTHO- 
шению к билинейному отображению ©); когда значение били- 
 нейного отображения Ф в точке (x, y) обозначается XY, вместо 


ТФ, т(Т) пишем | fam. 
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В обозначениях n° 6, интеграл | (Г, 9) du есть не что иное, как 


Lg os Ч с O(a, æ’)=(x, а’) 1 m=gu. 


Следствие. Если m и т’ — мажорируемые меры Ha T co зна- 
чениями. в G, то Io, mim =Lo,mtlo,m U То 1m— Мо. т для 
любого скаляра À. | 

Второе утверждение очевидно. Первое же означает, что для 
любой функции f, одновременно |т|- и | т’ |-интегрируемой, 
выполняется равенство | 

Yo wie?) do a is Us. (6) 
Нотогда функция f (| m |-- | т’ |)-интегрируема (гл. У, ἃ 3, предло- 
жение 6 и его следствие 1), а значит, тем более, и (|тж- т’ |)- 
интегрируема, так что левая часть формулы (6) имеет смысл. 
Доказательство этой формулы достаточно провести для случая, 
когда f— размещенная на (|т%|- |7’ |)-интегрируемых множе- 
ствах функция, поскольку множество этих функций плотно 
в Lr(|ue-|+ |m’|), а обе части формулы (6) непрерывны на этом 
последнем пространстве в силу (4). Но для f=agx, где Х 
(| m | -- | nr’ | )-интегрируемо, обе части формулы (6), приводятся 
к выражению Ф (a, | ex dm) + D (a, | фх dm’ ) ‚ и следствие 
доказано. 


Замечание. Когда m имеет вид Du, где 6 СС, а u — дейст- 
вительная мера Ha Г, то 


Та, т (Г) = | Ф (f(z), db) du (1) 


à 1 

для любой функции ГЕ LF (и), так как обе части непрерывны на этом 
пространстве и совпадают, когда / — размещенная на \ц|-интегри- 
руемых множествах функция. 


δ. Помплевсные меры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Комплексной мерой на Т называется всякая. 


непрерывная линейная форма на комплексном пространстве 
Kc(T). 


Таким образом, пространство Mec(7T) комплексных мер Ha 7 


есть сопряженное к отделимому локально выпуклому пространству 
A(T). 


~ 
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Если т — комплексная мера на ΤΙ, To ее сужение на &(T) 
есть векторная мера на 7 Co значениями в С (рассматриваемом как 
векторное пространство над В); этим сужением мера т вполне 
определена, так как если f = fy ce if, EH (T), то и действитель- 
ная часть fı, и мнимая часть fo функции f принадлежат “(T), 
a m(f) = m(fı) + 1т($.). Обратно, для любой векторной меры mo 
на T co значениями в С формула m(f) = mo(fı) + imo(f2) определя- 
ет, и притом однозначно, комплексную меру т, сужение которой 
на “#(T) равно то.'Поэтому в дальнейшем мы будем отождествлять 
комплексную меру с ее сужением на 6’(Т); такая мера т имеет 
вид m — μι + ive, где μι и Mo — действительные меры Ha 7, 
называемые соответственно действительной и мнимой частью 
меры m. | 

Носитель меры т есть замыкание объединения носителей мер 
μι U Wo. Как мы знаем, т мажорируема (следствие предложения 4); 
будем называть абсолютным значением меры т положительную 
меру | т |, соответствующую абсолютному значению | 2; + #2. | = 
— Va +2 на С. Имеем |m | = (и? + 2)” (n° 4, замеча- 
ние после предложения 9) и |! | < |m|, | в2| < [πι |, |m |< 
< |uı | + | pe |; кроме того, m — мера с базисом | т |, и можно 
написать m=h|m|, где hE Sc (|m |) и | A(t) | =1 локально 
почти всюду относительно | | (предложение 9). Меры m u | m | 
имеют один и тот же носитель. 

Для любого отображения Г пространства Г в комплексное 
банахово пространство À, существенно интегрируемого относи- 
тельно |m|, можно определить (n° 7) интеграл от f относительно m 
(соответствующий В-билинейному отображению (x, Л) => Ах 


произведения fF XC πα δ), который будет обозначаться | f dm; 
из свойства единственности в предложении 11 сразу вытекает, 
что (в предыдущих обозначениях) | рат = | Î du +i | f du = 
= | fhd|m |. Следовательно, для ГЕ &с(Т) имеем m (f) = \ f dm. 


Отображение f называется существенно интегрируемым относи- 
тельно т, если оно обладает этим свойством относительно | т |; 


так же определяются т-интегрируемые, т-измеримые, локально 
т-интегрируемые, т-пренебрежимые, локально т-пренебрежимые 
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отображения. Вместо LF (7, |т|) (соотв. Le (Т, |m|), LF(T,|m|)) 


пишем LF (Т, т) (соотв. £F(T, т), {5 (T, т)); это — комплексные 
векторные пространства. 


Для того чтобы отображение f было т-интегрируемо (соотв. 
существенно т-интегрируемо), необходимо и достаточно, чтобы Г было 
интегрируемо (соотв. существенно интегрируемо) относительно каждой 
из четырех мер UT, UT, из, из, что следует из неравенств, связывающих 
[πι], lil [μα], и соотношений | μµ|--μ]--μχ (k=1, 2) (гл. У, $3, 
следствие 1 предложения 6). 


Если f существенно т-интегрируемо (соотв. т-интегрируемо), 
то |f| существенно |т|-интегрируемо (соотв. | т |-интегрируемо), 
и из предложения 11 вытекает, что 


| | лат] < | 71а] mj. (7) 


Пусть F и С — комплексные банаховы пространства, а u — 
непрерывное линейное отображение пространства F BG. Если 
f — существенно т-интегрируемое (соотв. т-интегрируемое) ото- 
бражение 7 в F, To u o f существенно т-интегрируемо (соотв. т- 


интегрируемо) и | (uof)dm=u ( | F: dm ) ; это сразу вытекает 19 


предыдущего и аналогичного предложения для существенно |m|- 
интегрируемых функций (гл. ГУ, $ 4, теорема 1 и гл. У, 3 2, пред- 
ложение 5). 

Пусть m — комплексная мера на Г ий — комплексная локаль- 
но т-интегрируемая функция. Для любой функции f € с(Т) 


функция fh т-интегрируема и отображение f +— \ fh dm есть 


комплексная мера, обозначаемая h-m и называемая мерой плотно- 
сти ἵν относительно т. Если т = g-|m|, то ясно, что h-m = 
— hg-|m |; так как при этом | g(t) | = 1 локально почти всюду 
относительно | m |, то для того, чтобы f была существенно инте- 
грируема относительно п = h-m, необходимо и достаточно, чтобы 


fh была существенно т-интегрируема, и | f dn= | fh) ат. Кроме 
того, |й-т | = |h|-| m |. Всякая мера вида h-m называется. 
также комплексной мерой с базисом т; комплексные меры т и т’ 
называются эквивалентными, если каждая из них имеет некоторую 
плотность относительно другой, или, что то же, если т’ = h-m, 
9 Η. Бурбаки 
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где À локально 7т-интегрируема и h(t) == Ὁ локально почти всюду 
относительно |m|. Ясно, что m и |т| эквивалентны и что для 

того, чтобы т и т’ были эквивалентны, необходимо и достаточно, 
чтобы эквивалентными были |т| и |m'|. 

Если т и т’ — комплексные меры на Г u f — функция co 
значениями в комплексном банаховом пространстве F, существенно. 
интегрируемая (соотв. интегрируемая) одновременно относительно: 
т и т’, то, каковы бы ни были комплексные числа À и λ΄, функция 
f существенно интегрируема (соотв. интегрируема) относительно 
Am + №т u een | 
[fd (Am+2'm')=2 | ат-- М | fam’, 
Действительно, это вытекает из следствия предложения 11. 
Кроме того, из определений вытекает, что 

Гат т | <| ||| +] A! 11m |. 


Mepoü, сопряженной к комплексной мере т, называется 


комплексная мера т, определяемая равенством т (7) = т (1) для 
всех 16 6с (ТГ). Если m=Ww--ius, где μι и Ua — действительные 
меры, TO т= м —йь и |т|=|т|; если m—h.|m|, το т =. [т |. 
Если f— существенно т-интегрируемая (соотв. т- интегрируемая} 
функция с комплексными значениями, то f существенно т-инте- 


 Tpmpyema (соотв. т-интегрируема) и 
[Тат | fam. 

Предложение 12. Пусть тр— комплексная мера na T, ар 
и Ч9— сопряженные показатели (гл. IV, $ 6, n° 4). Билинейная 
форма. (], g) > | fg dm определена u непрерывна на произведении 
$5 (т) x Lé(m); справедливо неравенство | fg ат < М» (f) Na (5), 
и N,(g) есть норма непрерывной линейной формы на Гб (т), 
полученной факторизацией из линейной формы fe | fg ат. 


Кроме того, если 1<р<- 00, то всякая непрерывная линей- 


ная форма на комплексном пространстве LE(m) имеет вид 
f— | fe dm, 20e g—dynxyua us 46(т), класс которой в 


1,4 (т) вполне определен. 
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Так как m=h-|m|, где |k(i{)|=1 локально почти всюду, 
то первое утверждение сразу вытекает из неравенства Гельдера 
(гл. IV, 8 6, теорема 2); второе следует из предложения ὃ $ 6 
главы IV. Наконец, если и — непрерывная линейная форма на £2, то 
ее сужение на (действительное) подпространство L” простран- 
ства £% есть В-линейное непрерывное отображение простран- 
ства £? в С; следовательно, если 1<р<- 0, то оно имеет 


- вид f | fg,d|m|+i | fg.d|m|, где gy tr go принадлежат 59 


(гл. У, $5, теорема 4); отсюда, положив в = (21-42) №1, полу- 
чаем последнее утверждение. 


9. Ограниченные комплексные меры 


Для каждой комплексной меры т на Г положим 


Im || = sup | m (f)|. 
НАН<1, FEA (Т) 
m называется ограниченной, если ||m||< + со; это сводится 
к утверждению, что m непрерывна на 6’с (1), наделенном топо- 
логией равномерной сходимости, и, значит, продолжается до непре- 


рывной линейной формы (с нормой || т ||) на банаховом простран-. | 


стве Kc с (Г) всех непрерывных комплексных функций, стремящихся 
к 0 на бесконечности. 


ЛЕММА 9. Пусть m — комплексная мера на T u f комплекс- 
ная т-интегрируемая функция. Имеем | fldim|=sup|| Ih dm | 
где h пробегает множество тех функций из а (T), для которых 
|# (#|<1 при всех tET. 

Если m=g-|m|, то | а] т = | lfg|d|m| и | ham - 

= | fghd|m|. Положим € (1) =0, когда f(t) 8 (t)=0, и 


f(t) g () 
| | с = 11(0&()|’ 
когда f(t)g(t)40; функция € | т|-измерима, и, значит, для. 
любого > 0 существует такое компактное множество К BT, 
что | flalm|<e, сужение & на К непрерывно и |5 (1) | =1 
T-K | 
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на К. Следовательно, в силу теоремы Урысона, существует | 
такая непрерывная комплексная функция C, на Х, πτοζι--ζ на КА, 


а | 5, (1) |< 2 и (1) 40 для каждого LE Г. Положим Й (1) = | 3 a 


легко видеть, что À непрерывна на 7 ‚ совпадает с ζ πὰ К 

[1 (1 |=1 при всех ЕТ. Наконец, пусть и— непрерывное 
отображение 7 в [0, 1], равное 1 на К и имеющее компактный 
носитель; положив hy—h*u, получим 


п [inate lia ΠΠ 


и лемма доказана. 


_ Предложение 13. Пусть тр— комплексная мера и μ-εἰπι]. 
Для того чтобы т была ограничена, необходимо и достаточно, 
_ чтобы 1 была ограничена, и тогда ||т || = 

m=g-p, где г— такая и-измеримая мера, что |g (№ | =1 при 
всех СГ. Если u ограничена, то для любой функции gC с (Т) 


фт (|= |} fe ар < М (fe) || ell ИИ 


а значит, m ограничена и || т || < | ||. Если теперь ограничена т, 
то, в силу леммы 9, для любой функции f € &’с(Т) имеем 

[u (ОИ 
так что m ограничена и ||m||<||u||. Тем самым предложение 
доказано. | 


Следствие. Пусть т — ограниченная комплексная мера. Тогба 


всякая функция ГЕ Lr (m) т-интегрируема и | | f dm | < No (f) ||m ||. 


Действительно, f т-измерима; полагая =|m|, имеем 
[Uf] du< м (УМ (7) т, 
так что } |т|-интегрируема (гл. ТУ, $5, теорема 5) и 


| лат | < J ар < Мы (N) |т|| 
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10. Образ комплексной меры; индуцированная 
комплексная мера; произведение комплексных мер 


Пусть т— комплексная ‘мера на Т и л-— отображение T 
в локально компактное пространство À. Будем говорить, что π 
т-собственно, если оно | т |-собственно (гл. V, $ 6, определение 1); 
тогда непосредственно видно, что для любой функции [Е Hc (Х) 
функция fom существенно т-интегрируема и 


[6:5 ат] < | [Π5π|ά|πε|-- | Ifla@lm), 8) 


так что отображение } >> [ύ ол) dm непрерывно Ha 4 c(X), то есть 


является комплексной мерой Ha X; эта мера обозначается л(т) и 
называется образом меры т при отображении л. Кроме того, 
из (8) следует, что | л(т) < n(|m|). Если m и т’ — комплексные. 
меры на Т и л одновременно т- и т-собственно, то оно 
(Am + ^'т’)-собственно при любых комплексных скалярах À, À” 
и n(Am + A’m’) = An(m) + Anm’). 


Пусть У — локально компактное подпространство простран- 
ства Г. Для каждой функции f 6 &’с(У) функция Г Ha 7, опреде- 
ленная условиями f(t) = f(t), если  ЕУ, uw f(t) = 0, если ё 4 У, 
т-интегрируема (гл. У, $1, n°1); ясно, что отображение 


jr | Г dm является комплексной мерой Ha У; она называется 


мерой, индуцированной на У мерой т, и обозначается ту. Ясно, 
что если m=g-|m|, то ту = gy:|mly, где gy — сужение 
на У функции g, локально интегрируемое относительно. | т |у 
(гл. У, 8 7, n° 1); кроме того, так как | gy| = 1 локально почти 
всюду относительно |m|y (гл. У, $ 7, следствие 1 предложения 1), 
то |my| =|m ly. 


Пусть T и T’ — локально компактные пространства и т 
Е т’) — комплексная мера на T (соотв. Г’). Положим 
m = g-|m|um' = g’-|m’|. Функция g @ g’, локально интегри- 
Е на Г x Τ᾽ относительно положительной меры |m| @ |m’ | 
(гл. У, $ 8, следствие 5 предложения 5), и легко видеть, что если 
заменить g (соотв. g’) функцией g1 (соотв. gi), равной g (соотв. ρ΄) 


у 
/ 
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локально почти всюду относительно |т| (соотв. |m’|), το δι ® g, 
будет равна g ® =’ локально почти всюду относительно | m| ® 
&|m’|. Стало быть, комплексная мера (2 @ g')-(|m | ® |m’|) 
на ГХ T’ зависит лишь от m и т’; она обозначается m ® т’ 


и называется произведением мер m и т’. Так как |g @ #|=1 
локально почти всюду относительно |m| @|m'| (гл. У, ἃ 8, 
следствие 8 предложения 5), то |m @ m'| =| πι] @ [т |. 


Читатель легко убедится в том, что все предложения, доказан- 
ные в главе У относительно образа положительной меры, меры, 
индуцированной положительной мерой, или произведения поло- 
_жительных мер, за исключением тех, в которые входят верхние 
или существенные верхние интегралы, остаются справедливыми 
при замене положительных мер произвольными комплексными 
мерами. 


Наконец, kak ив $ 1, определяется понятие функции, скалярно 
существенно т-интегрируемой относительно комплексной меры т; 
для того чтобы функция f обладала этим свойством, необходимо 
и достаточно, чтобы f была скалярно существенно интегрируема 
относительно | ии | и | μα]; где μι и Wa — действительная и мнимая 


части меры т, и тогда | Î dm = | fdu,+i \r dus. Предоставляем 
читателю переформулировать результаты $ 1 для комплексных мер. 


Упражнения 


1) Показать, что для того, чтобы числовая функция f на T была 
существенно интегрируема относительно любой положительной меры 
Ha 7, необходимо и достаточно, чтобы она была ограничена, имела 
компактный носитель и была измерима относительно любой положи- 
тельной меры Ha 7. | 

2) Пусть G — бочечное пространство, H — полурефлексивное 
пространство и F — пространетво -#,(6; H). Пусть, далее, m — век- 


торная мера Ha 7 со значениями в OF. Показать, что | Гат Ε Ε 


для любой числовой функции }, существенно интегрируемой OTHOCH- 
тельно m. [Заметить, что F полурефлексивно.] Случай Н = В. 

3) Пусть m — векторная мера Ha 7 со значениями в F. Показать, 
что для всякой числовой функции f, существенно интегрируемой 


относительно Mm, | | dm € F" в каждом из следующих двух случаев: 


а) F — правильное [Топ. вект. простр., гл. IV, $ 3, упражнение 10); 
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b) Г — пространство Фреше, a T счетно в бесконечности. [В обоих 
случаях погрузить F в F” и применить метод следствия 1 предложе- 
ния 3; в случае b) использовать упражнение 21r) из Топ. вект. простр., 
SAVE ae] 
4) Пусть m — векторная мера на 7 со значениями в F. Показать, 
что для всякой числовой функции f > 0, полунепрерывной снизу 


и существенно интегрируемой относительно M, | f dm € Е”. [Вос- 


пользоваться теоремой 1 § 1 главы IV.] 

5) Пусть F — полурефлексивное локально выпуклое простран- 
ство U m — мера Ha 7 со значениями в F. Показать, что для всякой 
числовой функции g, локально интегрируемой относительно mM, 


‚ отображение f = | fg dm пространства % (Τ) в Е есть мера на 7; 


будем обозначать ее g-m. Для того чтобы числовая функция № была 
существенно интегрируема относительно g-M, необходимо и доста- 
точно, чтобы gh была существенно интегрируема относительно M, 


и тогда | hd (g-m) = | hg dm. 


6) Пусть F — полурефлексивное локально выпуклое простран- 
ство, наделенное такой структурой алгебры над В, что отображение 
(и, и) > uv произведения F Х FB F раздельно непрерывно. Пусть 
m — такая мера Ha Т со значениями в F, что m(fg) = m(f) т (ο) 
для всех {и 2 из % (Т). Показать, что если числовые функции fu g 
таковы, что f, g u fg принадлежат L (m), то 


| feam=({ ram) ( { g dm) 


{Выделить предварительно случай g € A4 (Т) и рассмотреть две Me- 
ры frm(g и fe>m(f)m(g)} ПП перейти к общему случаю, 
применяя тот же метод и используя упражнение 5.] Случай, когда 
F = £ (4), где G рефлексивно, а F — наделено топологией простой 
сходимости или топологией слабой простой сходимости. 


7) Пусть и — положительная мера на Г и т— мера на Г co зна- 
чениями в F, имеющая базис U и плотность 7 относительно μ. Пусть, 
далее, ч— полунепрерывная снизу полунорма Ha Р. Показать, что 


. * ‘ 
если для любого компактного множества К из Т интеграл ( (gef) du 
| | К 
конечен, TO для всякой п-измеримой функции h> 0 справедливо 
| TX CE 
‘неравенство | h dq (m) < | (gef)hdu. [Воспользоваться леммой 1 


$ 2 главы V.] 
8) Пусть 7п— векторная мера на 7 со значениями в F, а—мажо- 
фируемая относительно полунепрерывной снизу полунормы { на F. 
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Показать, что для любой функции f>0 из HW (T) справедливо 
равенство 


| se m)=sup Jam), 


1 


‘где (fj) пробегает множество всех конечных последовательностей 


элементов из 0/7 (T), для которых BY [fil <f. [Рассуждать как в тео- 
i 
peme 1 $ 2 главы II.] 


9) Пусть Г — локально компактное пространство, счетное в бес- 
конечности, F — отделимое бочечное пространство, содержащее всюду 
плотное счетное подмножество, и M — векторная мера на T со значе- 
ниями в слабом сопряженном Ζ΄’ к F. Показать, что на Τ᾽ существует 
такая положительная мера U, что M имеет скалярно базис μ. [Исполь- 
зовать предложение 12 $ 5 главы У и условие с’) теоремы Лебёга — 
Никодима (гл. У, § 5, теорема 2).] 

*10) Пусть К — компактное пространство. Для всякого его отде- 
лимого факторпространства К, отождествим банахово пространство 
G (Κι) с замкнутым подпространством в 6 (К) посредством инъекции 
{ => fon, где л — каноническое отображение К на Κι. 

а) Пусть и — непрерывное линейное отображение пространства 
< (К) в квазиполное отделимое локально выпуклое пространство F. 
Для того чтобы и переводило единичный шар пространства © (К) 
в множество из F, относительно компактное в топологии O(#, Ε΄), 
достаточно, чтобы для каждого метризуемого факторпространства Kt 
пространства К сужение и на &(К!) обладало тем же CBOMCTBOM* 
[Воспользоваться ‘теоремой Эберлейна (Топ. вект. простр., гл. IV, 
8325 упражнение 15) и заметить, что всякая последовательность 
(fr) в @ (K) содержится в подпространстве G (Κι), где Κι — метри- 
зуемое факторпространство пространства К; для этого рассмотреть 
непрерывное отображение. x —> (1, (2)) пространства К в RN.] 

b) Для любого отделимого факторпространства К. пространства К 
сопряженным к канонической инъекции пространства © (К!) BS (К) 
служит отображение u > л(и) пространства 9% (К) в IM (Κι). OGo- 
значим через (3% (К))’ сопряженное к банахову пространству YW (K) 
(второе сопряженное к &(К)). Для того чтобы множество А < IN (К) 
было относительно компактно в топологии O( M(K), (9%(К))’), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для всякого метризуемого факторпро- 
странства Κι пространства К канонический образ множества A 
BN (К!) был относительно компактен в топологии O(IN(K,), (9%(К!))’)- 
[Заметить, что А сильно ограничено; тогда можно предполагать, что 
А выпукло, уравновешено и замкнуто в широкой топологии 
o(M(K), &(К)) (применить в M(K,) упражнение 19 $ 4 главы IV); 
следовательно, А есть образ единичного шара пространства F’, сопря- 
}KeHHOTO к банахову пространству Ё, при отображении u’, сопряженном 
к некоторому непрерывному линейному отображению и пространства 
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(К) в F (рассмотреть поляру множества А в G(K)); после этого при- 


менить а).] 

*11) Пусть Ри С — отделимые локально выпуклые пространства, 
‘причем G квазиполно; пусть и — непрерывное линейное отображение 
Рв С; так как его сопряженное и сильно непрерывно, то второе 
сопряженное !(!u) есть сильно и слабо непрерывное линейное отобра- 
жение Ε΄ в G”. Показать равносильность следующих условий: 

&) и переводит всякое ограниченное множество из F в множество, 
относительно компактное в топологии O(G, G’). 

В) !(!u) отображает Е” в С. 

y) {u непрерывно в топологиях O(G’, G) и O(F’, Г”). 

δ) lu переводит всякое равностепенное непрерывное множество: 
из С’ в множество, относительно компактное в топологии O(F’, F"). 

[Использовать тот факт, что всякое ограниченное множество из F 
относительно компактно в F” в топологии O(F”, Е’). Чтобы показать, 
что ὃ) влечет γ). рассмотреть вначале случай, когда С полно, и вос- 
пользоваться теоремой 4 из Топ. вект. простр., гл. ТУ, $ 2. Для пере- 
хода к общему случаю погрузить С в его пополнение и заметить, что» 
всякая точка из Ё” есть точка прикосновения, в топологии 0(Ё”, F’), 
для некоторого ограниченного множества из Р.] 

*12) а) Пусть К — компактное пространство и E = E(K) — под- 


пространство в Res образованное всеми линейными комбинациями 
характеристических функций открытых множеств$ будем отождест- 
влять Ё с подпространством второго сопряженного к G(K). Показать, 
что последовательность Коши в топологии © (M(K), Е) сходится 
в топологии O(M (К), (5% (К))’) [использовать предложение 12 
и упражнение 17 $ 5 главы У]. Вывести отсюда, что всякое множество- 
А CM (К), относительно компактное в топологии © (M(K), Е), 
относительно компактно в топологии O(M (К), IR (К))’). [Свести 
к случаю, когда К метризуемо, воспользовавшись упражнением 107. 
Показать, что А ограничено, применив упражнение 15 $ 5 главы У. 
Отметить, что в А широкая топология © (M(K), G(K)) и топология 


σὲ (К), Е) совпадают, где ED (К) есть замыкание E в сильном 
сопряженном к M(K); используя сепарабельность G(K), вывести отсю- 
да, что из любой последовательности точек множества А можно. 
извлечь последовательность Коши в топологии O(M(K), Е) | для 
завершения доказательства привлечь теорему Эберлейна.] 

b) Пусть 7 — локально компактное пространство и M — век- 
торная мера на Т со значениями в квазиполном отделимом локально 


выпуклом пространстве F. Предположим, что | am € F для каждого 


« 


компактного подмножества К из T. Показать, что | тат ΕΕ для 


каждой ограниченной борелевской функции f Ha Т с компактным 


HS 


LT 
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носителем и что образ при отображении } => \ ] dm множества всех бо- 


релевских функций с носителем, содержащимся в некотором компакт- 
ном подмножестве K из 7, имеющих норму ||} || < 1, относительно 
компактен в топологии O(F, РЁ’). [Использовать a) и упражнение 11, 


примененное ки: f— | f dm, где } пробегает множество всех линейных 


комбинаций характеристических функций компактных множеств из 7 |. 

с) Пусть F — квазиполное отделимое локально выпуклое про- 
-CTPAHCTBO и Mm — векторная мера Ha 7 со значениями в F, имеющая 
скалярно базис μ; далее, пусть 2’°m=g_,-u для каждого 2’ Е F’. 
Чтобы выполнялось условие b), необходимо и достаточно, чтобы для 
каждого компактного подмножества К из 7, каждого. равностепенно 


непрерывного множества Н’ из F" и каждого = > 0 существовало та- 


* 
кое ὃ > 0, что отношения À € Киц*(А) < ὃ влекут | | g.|du< equa 
| Α 
всех 2’ ЕН’. [Использовать предыдущее упражнение 11 и упраж- 
нение 17$ 5 главы У.] В этом случае говорят, что m абсолютно непре- 
рывна относительно U (в исходной топологии пространства F). 
Всякая векторная мера со значениями в полурефлексивном прбстран- 
стве, имеющая скалярно базис и, абсолютно непрерывна относительно 
u (следствие. 2 предложения 3). Всякая мажорируемая векторная 


мера m со значениями в банаховом пространстве F абсолютно непре- 


PHIBHA относительно | m | (в исходной топологии пространства F). 
*13) Пусть G — отделимое бочечное пространство и F = G’ — 
его сопряженное; если Mm есть векторная мера на 7 со значениями 
в F при наделении F какой-либо топологией, согласующейся с двой- 
-ственностью между F U G, то M останется векторной мерой и при 
наделении F топологией сильного сопряженного к С. | 
Предположим, что mM имеет скалярно базис из тогда m абсолют- 
но непрерывна относительно и, если F наделено топологией T(F, G) 
[упражнение 12c)]. Для того чтобы 2% была абсолютно непрерывна 
‘относительно U, когда F наделено сильной топологией, необходимо 
Ἢ достаточно, чтобы для каждого компактного множества К из T 
и каждой последовательности (A,) ц-измеримых подмножеств из К 
образ В при отображении m замыкания в и) множества всех раз- 
мещенных функций с абсолютным значением, не превосходящим 1, 
Ha клан, порожденный последовательностью множеств A, (гл. IV, 
$ 4, n° 8), содержал счетное подмножество, плотное в сильной тополо- 
тии пространства G’. [Для доказательства достаточности свести к слу- 
‘чаю, когда 7 — К есть стоуново пространство (гл. ТУ, $ 4, упражне- 
ние 10). Затем рассуждать от противного: если (An) — последователь- 
ность открыто-замкнутых подмножеств из К, то, перейдя к метризуе- 
MOMy факторпространству К, пространства К (упражнение 10a), 
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можно предполагать, что непрерывные функции на Ки, ‹соответетвую- 
щие P4,» образуют тотальное множество в G(Kı). С другой стороны, 
рассматривая факторпространство пространства G по подпространству, 
ортогональному к В, можно предполагать, что В тотально в Ё = G’ 
относительно топологии O(G’, С); наше допущение влечет тогда, 
что всякое ограниченное множество С из С предкомпактно и метризуе- 
мо в топологии O(G, H), где Н — подпространство в F = G’, порож- 
денное множеством В. Следовательно, из любой ограниченной после- 
довательности (2„) точек пространства G можно выбрать подпоследо- 
вательность Коши в топологии O(G, H); показать, что если (2,) — 
последовательность Коши в топологии O(G, H) и „nom = g, ‘Wr 


то последовательность классов функций g,, в L\(u) будет последова- 


тельностью Коши в топологии O(L’, L®); отсюда, наконец, вывести 
противоречие, воспользовавшись упражнениями 17 и 18 $ 5 главы У.] 

14) а) Пусть @—банахово пространство, F=G’—ero сильное 
сопряженное и 9 — отображение 7 в F, принадлежащее пространству 


AR. ($1, упражнение 16). Показать, что если p>1, то мера 9 -u абсолют- 


но непрерывна относительно U (в сильной топологии пространства δ). 

Ь) Возьмем в качестве G банахово пространство L!(N), так что 
С’ = L®(N); функция f, определенная в упражнении 7a $ 1 (paccma- 
триваемая как функция со значениями BG’), скалярно вполне интегри- 
руема, но мера Л-ц не будет абсолютно непрерывной относительно и 
в сильной топологии пространства G’. | 

*15) a) Пусть Г — скалярно локально интегрируемое отображе- 
ние пространства 7 в квазиполное отделимое локально выпуклое про 
странство F. Тогда m = f -U есть векторная мера со значениями в F'* 
{в топологии 0(Р’*, F’)). Показать, что если эта мера абсолютно непре- 
рывна (в топологии равномерной сходимости на всех равностепенно 
непрерывных подмножествах из F’) и если, кроме того, Г и-измерима 
{в исходной топологии пространства F), то M есть векторная мера 
co значениями в Р. [Воспользоваться предложением 8 $ 1.] Если F — 
банахово пространство и если для некоторого р > 1 функция (2’, Г) 
принадлежит ZP (и) при всех 2’ € F’, то мера m абсолютно непрерыв- 
aa [см. упражнение 14а]. | = 

b) Пусть J = [0, 1] и] — такая (определенная © использованием 
гипотезы континуума) функция на J X Г, что $ => f(s, ti) для каждого 
t EI есть  характеристическая функция счетного множества, 
at->f(s, ti) для каждого $ €] есть характеристическая функция 
дополнения к счетному множеству [гл. У, $ 8, упражнение Το]. Обо- 
значим через Jo интервал J, наделенный дискретной топологией, 
и через F — банахово пространство «8 (1) = L”(I,) всех ограниченных 
функций на Г; F отождествимо с пространством (Г) ‘всех непрерыв- 


ных функций на компактификации Стоуна — Чеха пространства Jo. 
Для каждого $ € [обозначим через g (5) элемент ir—f(s, 2) простран- 
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ства F$ показать, что 0 скалярно интегрируемо относительно меры 


Лебега u на Г, но | 9 du не принадлежит F. Более точно, 9-U есть 


векторная мера со значениями в К”, равная сц, где с — постоянный 
вектор, тождественно равный характеристической функции множе- 


weh Чо Е (см. упражнение 12а). [Разбить каждую положи- 


тельную меру на Е на сумму атомической и рассеянной меры (гл. У, 
$ 10, предложение 15) и заметить, что рассеянная мера сосредоточена 
в множестве E.] Вывести отсюда, что не существует ни одной и-измери- 
мой функции À со значениями в F, для которой функция À — 9 была 
бы скалярно п-пренебрежима [использовать а)]. 

16) Рассмотрим отображения и„ пространства 7 = [0, 1] в сепа- 


_ рабельное гильбертово пространство, определенные в упражнении 1 


$ 1, и положим Г; = Uy, +... + и»; показать, что векторные меры 
f,-W равномерно сходятся на каждом ограниченном множестве из 
G(T) к некоторой векторной мере m со значениями в F. При этом 
т продолжается по непрерывности на пространство Z?(U), и для 


любой функции f € «Θ᾽ имеем | fdm€Fu \ рат | < N2(f) в Е; 


в частности, M имеет скалярно базис и и абсолютно непрерывна отно- 
сительно U в сильной топологии (упражнение 12c). Однако m не будет 
иметь базис V ни для какой положительной меры У на Г и тем более 
(следствие 4 теоремы 1) не будет мажорируемой. [Свести к случаю, 
когда у имеет базис и, пользуясь теоремой 3 85 главы V.] 

17) Пусть u — мера Лебега на 7 == [0, 1]; отображение fr>f- u 
пространства G(T) в M (ТГ) непрерывно в сильной топологии про- 
странства M(T) и, следовательно, является векторной мерой т 
со значениями в этом банаховом пространстве. Показать, что Mm имеет 


скалярно базис и и абсолютно непрерывна относительно U в сильной 


топологии, но не является мерой с базисом U (в сильной топологии про- 
странства M(T)). [Заметить, что M имеет базис и для широкой топо- 


ποτ" o(M(T), G(T)), и вывести отсюда, что если бы m = 9-6, где 


g скалярно и-интегрируемо (в сильной топологии пространства 

M(T)), то мы необходимо имели бы g(t) — & почти всюду. Показать, 

что это ведет к противоречию, заметив, что для любой ограниченной 

числовой функции 9 на Т линейная форма 2’: Am > O(#)A({E}) на 
{ΕΤ 

M(7) непрерывна, HO (9, 2’) не Eee ee и-измерима.}] 

*18) а) Пусть 7 — локально компактное пространство и (Ка) — 
локально конечное покрытие его компактными множествами. Пусть, 
Далее, и — положительная мера Ha 7, а μα — мера, индуцированная 
и на Κα. Предположим, что каждое из пространств L™ (Ка, μα) подъем- 
но. Показать, что L™(7, и) подъемно. 

Ὁ) Пусть К —метризуемое компактное пространство, ди— положи- 
тельная мера на К и (@n)— фундаментальная  последовательность 
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(гл. IV, $ 5, упражнение 13) конечных разбиений À на интегрируемые 
множества. Для каждого интегрируемого подмножества A из X и каж- 
yore элемента f € Г1 (р) положим Ал (7) =0, если u (4) =0, ила (= 


= (u (.4))-1 | f du в противном случае; для каждого п положим 
ASt | | 
ри) = 2, Nak D p др, CCI @n=(Ar). Показать, что последователь- 
| - | 


— 


ность (Op (f)) и-интегрируемых функций сходится к f почти всюду. 
[Рассмотреть вначале случай, когда /— непрерывная функция. Затем, 
задав произвольно число а > 0, показать, что объединение В всех 
множеств A, принадлежащих по крайней мере одному из разбиений Wy, 


и таких, что au (А) < | /du, измеримо и таково, что и (В) < 
А . 
<arl | fdu. Далее, приблизить f в LL последовательностью непре- 


рывных функций. | { 
с) Показать, что всякое метризуемое компактное пространство 
подъемно. [Пусть — ультрафильтр в № мажорирующий фильтр 


Фреше; показать, что о ()=lim un (ῃ служит подъемом L™.] 


4) Вывести из а) и с), что всякое метризуемое локально компакт- 
ное пространство (для любой положительной меры) подъемно. 
| 19) Пусть и — такая мера на 7, что банахово пространство LA(u) 
сепарабельно. Показать, что всякое непрерывное линейное отображе- 
ние L1(u) в сильное сопряженное F’ K произвольному банахову про- 
странству À получается факторизацией из отображения вида g => 


— | gf du, где ГЕ Lern [Свести к теореме Данфорда — Петтиса, _ 


используя упражнение 7 из Топ. вект. простр., гл. ТУ, § 5.] 

*20) Пусть F — сепарабельное пространство Фреше, F’ — его 
сопряженное, μι — положительная мера на T и m — мера на T co 
значениями в слабом сопряженном Р;, обладающая скалярно базисом 
u. Для того чтобы m имела базис и, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось следующее условие: для каждого - > 0 и каждого 
компактного множества К из Т существует такое компактное множе- 
ство К! < К, что и (К — К!) < ви образ при отображении m множе- 
ства всех и-измеримых ограниченных функций g с носителем в К,, 


удовлетворяющих неравенству | |g | du <1, есть равностепенно 


непрерывное множество в F’. [Вспомнить, что | gdm € Е’ для любой 


ц-измеримой ограниченной функции g с компактным носителем; см. 
следствие 2 предложения 3. Для доказательства необходимости усло- 
вия воспользоваться предложениями 13 и 5 § 1. Для установления 
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достаточности условия. рассмотреть вначале случай компактного Т; 
применяя следствие 3 теоремы 1, показать, прежде всего, что имеются 
такое разбиение пространства 7 на пренебрежимое множество N 
и последовательность компактных множеств (K,) и такое измеримое 


отображение 9 пространства PB что | dm = | 9 f du для 


любой функции f € © (u), обращающейся в нуль на дополнении 
к объединению конечного числа множеств К»; для доказательства TOTO, 
ЧТО M — 9 -U, использовать упражнения 18b и 22а ὃ 5 главы У. 
Наконец, для перехода к случаю произвольного локального компакт- 
ного пространства 7 воспользоваться предложением 4 $ 1 главы У.} 

*21) Пусть F — банахово пространство и и — непрерывная 


линейная форма на ‘банаховом пространстве LE (7, μ)ὶ обозначим: 


через 4 показатель, сопряженный ср, и через 6 — пространство всех. 
числовых размещенных функций на и-интегрируемых множествах. 
Можно для Е.Р, 2 ЕЁ написать u(fz) -- (5, m(f)), где — такое 
непрерывное линейное отображение ZP в Е’, что | m(f)| < || ul] Ny(f). 

а) Пусть (4:),=;<„-— конечная последовательность попарно не пере- 


секающихся непренебрежимых и-интегрируемых множеств. Показать, 
что 


D Im (pa) I2/(u (A) 1-2) <I] wl 


[Для каждой системы (@;),<;<y, векторов из F c | aj | =1 рассмотреть 
линейную форму (ξι) > и (>) &@:фд;) на В" и применить теорему 4 
| i 


$ 5 главы У к некоторой мере с конечным носителем.] Вывести 
отсюда, что если A=UA;, то Be | m (фа; |<] ὦ || (u(4))!/? [применить 
i i 


неравенство Минковского]. 

b) Для каждой положительной функции f€E положим ν(ῇ)-- 
= sup (У |m(fpa;)l), где (Ai) пробегает все конечные последова- 

i | 

тельности попарно не пересекающихся р-интегрируемых множеств. 
Показать, что у есть сужение Ha © положительной меры с базисом μ. 
(обозначаемой снова через v) на 7, для которой | m (}) | < v (f), какова 
бы ни была положительная В TE 6 [использовать а)]. 

с) Показать, что если F сепарабельно, то существует такое ска- 
лярно и-интегрируемое отображение 0 пространства Т в F’, что 


ul α- fu, g) du для любой функции ΓΕ SE и [lu || = Να(θ). 


‚ [Для доказательства последнего равенства воспользоваться предложе- 


нием 12 и упражнением 13 $ 1.] 
4) Вывести из с), что если F — рефлексивное сепарабельное бана- 
хово пространство, то все пространства LE c1< p< +oo рефлексив- 
[Применить предложение 12 $ 1.] 
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*22) Пусть F — отделимое локально выпуклое пространство, 
© — множество всех его уравновешенных выпуклых подмножеств, 
компактных в топологии O(F, F’), и ©’ — множество ‘всех уравно- 
вешенных выпуклых равностепенно непрерывных подмножеств из. 
ЕР’, компактных в топологии с (F’, F”). 

а) Предположим, что всякое множество из © предкомпактно’ 
в С’-топологии. Показать, что любое непрерывное линейное отображе- 
ние и пространства F в квазиполное отделимое локально выпуклое. 
пространство С, переводящее ограниченные подмножества из F в мно-. 
_жества, относительно компактные ‘в топологии O(G, G’), переводит` 
любое множество из © в множество, относительно компактное в исход-. 
ной топологии пространства G. [Использовать упражнение 12 из 
Топ. вект. простр., гл. IV, $ 1 и вышеприведенное упражнение 411. } 
И обратно. [Рассмотреть` каноническое отображение пространства F 
в его пополнение в ©’-топологии. | 

b) Предположим, что F — метризуемое пространство или строгий. 
индуктивный предел метризуемых пространств. Показать, что условие 
пункта а) выполнено, если всякая последовательность Коши в топо- 
логии O(F, F’) есть последовательность Коши в @©’-топологии. [Вос- 
пользоваться теоремой Шмульяна (Топ. вект. простр., гл. ТУ, $ 2, 
упражнение 136).] 

с) Предположим, что F инфрабочечно (Топ. вект. ΠΡΟΟΤΡ., гл. III, 
$ 2, упражнение 12), и обозначим через ©” множество всех уравнове- 
шенных выпуклых равностепенно непрерывных подмножеств из РЁ”, 
компактных в топологии O(F”, Р”).[Показать, что если всякое подмно- 
жество из ©’ предкомпактно в ©”-топологии, то всякое подмножество- 
из © предкомпактно в @©’-топологии. [Использовать упражнение: 
12 из Топ. вект. простр., гл. ТУ, $ 1 и заметить, что исходная то- 
_ пология пространства F индуцируется сильной топологией прост- 
ранства F”.] | 
*23) Пусть Г — локально компактное пространство, U — положи- 


тельная мера Ha 7 и F — одно из банаховых пространств HF (Т),. 
ГЛ (u), Г” (u). Пусть, далее, и — непрерывное линейное отображе- 
ние F в квазиполное пространство G, переводящее единичный шар: 
пространства F в множество из G, относительно компактное в тополо- 
гии 0(G, С’). Показать, что и переводит всякое множество из F, отно- 
сительно компактное в топологии O(F, Ε΄), в множество, относительно. 
компактное в исходной топологии пространства G. [Применить упраж- 
нение 22с для сведения случая F = Л (в) к случаю F = [6ο (u); 
использовать упражнение 13 $ 1 главы II для сведения случая F — 
= L™ (u) к случаю F =© (5), где 5 — надлежащее компактное про- 


странство. При F = “# (Т) применить упражнение 220, затем восполь- 
зоваться упражнениями 240 и 11 $ 5 главы У; заметить, что последо- 
вательность Коши в топологии O(F, F’) сходится просто на 7 и тем 
более сходится по мере для любой ограниченной меры Ha 7.] 
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*24) Пусть u — положительная мера на J и и — линейное ото- 
бражение L'(u) в банахово пространство F, переводящее единичный 
шар пространства L!(1) в подмножество из F, относительно компакт- 
ное в топологии O(F, F’). Показать, что существует такое ц-измеримое 
отображение f пространства Тв F, что | f (t) | < || u || при любом 
te Tu 


о. 


для каждой функции gez! (u) (теорема Данфорда — Петтиса — 
Филлипса). [Свести сначала к случаю компактного 7 при помощи 
предложения 4$ 1 главы У. Тогда единичный шар В пространства 
L® (и) < LA(u) относительно компактен в топологии O(ZL!, L©) (гл. У, $5, 
упражнение 17); используя упражнение 23, показать, что замкнутое 
векторное подпространство в F, порожденное u(L!), сепарабельно. 
Значит, можно свести задачу к случаю, когда F сепарабельно 


и и (L') = F. Тогда замыкание А в F образа единичного шара простран- 
ства ГЛ при отображении и будет компактно в топологии O(F, Е’) 
(гл. IV, $ 4, упражнение 19); показать, что оно метризуемо в этой TOTIO- | 
логии (Топ. вект. простр. гл. ПУ, $2, следствие предложения 3). 
Заметить, что. в таком случае А отождествимо с единичным шаром 
сопряженного к нормированному пространству С, полученному 
в результате наделения Ё’ нормой, равной калибровочной функции 
множества A°. Показать, что G сепарабельно, и свести тем самым задачу 
к применению теоремы Данфорда — Петтиса (следствие 2 теоремы 1).] 

*25) Пусть u — положительная мера на 7. 

а) Пусть Г — такое скалярно и-измеримое отображение простран- 
ства Τ᾽ в банахово пространство F, что f(T) относительно компактно 
в топологии O(F, Е’). Показать, что существует такое ц-измеримое 
отображение g пространства 7 в F, что Г — 9 скалярно локально 


пренебрежимо. [Рассмотреть отображение # == \7 h du пространства 


L\(u) в F и применить к нему упражнение 24, использовав также 
упражнение 19 $ 4 главы IV.] 

b) Пусть f — скалярно и-измеримое отображение пространства T 
в рефлексивное пространство Фреше F. Показать, что существует такое 
и-измеримое отображение g пространства T в F, что Г — 9 скалярно 
локально пренебрежимо (см. упражнение 150). [Свести к случаю 
компактного 7, пользуясь предложением 4 $ 1 главы У. Затем при- 
менить упражнение 23c $ 1, для сведения к случаю, когда f(7) orpa- 
ничено в F. После этого погрузить F в счетное произведение банаховых 
пространств и воспользоваться пунктом а).] 

с) Пусть Г — отображение пространства 7 в пространство Фре- 


me F, ц-измеримое в топологии O(F, F’). Показать, что f и-измеримо 


в исходной топологии пространства F. [Свести к случаю, когда 7 ком- 
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пактно, а f непрерывно в топологии O(F, F’); закончить как 
в b).] 

*26) Пусть 5, Т — компактные пространства и f — конечная 
числовая функция на S X T. 

a) Для того чтобы отображение $ ==> f(s, -) пространства S в ВТ 
было непрерывным отображением пространства 5 в пространство &(Т), 
наделенное топологией O(G(T), M (Т)), необходимо и достаточно, 
чтобы f было ограничено, а каждое из частичных отображений f(s, -), 
f(-, В (SES, ЕЕ T) непрерывно. [Для доказательства достаточности 
условия показать сначала, что образ М пространства 5 при ото- 
бражении $ > f(s, -) компактен в топологии σ(Φ(Τ), M(T)). Для 
этого заметить, что $ > f(s, +) непрерывно, когда G(7) наделено топо- 
логией простой сходимости на Г; воспользоваться теоремой Эберлейна 
(Топ. вект. простр., гл. ТУ, $ 2, упражнение 15), чтобы свести задачу 
к доказательству того, что всякая последовательность (f(s,, -)) имеет 
предельную точку в G(7) в топологии σ(Φ(Τ), M (Т)). Свести к случаю 
метризуемого 7, рассматривая надлежащее факторпространство про- 
странства 7 (см. упражнение 10а), и заметить, что в множестве из 
Φ(Τ), относительно компактном в топологии простой сходимости 
на Т, эта топология совпадает с топологией простой сходимости на 
всюду плотном подмножестве из Г. Получить таким путем подпосле- 
довательность последовательности (f(s,, -)), сходящуюся просто 
на Т, и применить теорему Лебега. Наконец, заметить, что в М 
топология O(G(7), M(T)) и топология простой сходимости сов- 
падают.] 2 

b) Предположим, что каждое из частичных отображений f(s, -), 
f(-, D (SES, ЕЕ T) непрерывно. Показать, что для каждой положи- 
тельной меры u на δ и каждого € > 0 существует такое компактное 
множество К © 8, что u(S — К) < ви сужение | на К X T непрерыв- 
но. [Свести к случаю, когда f ограничено? применить a) и упражне- 
ние 25с.] 

с) При тех же допущениях, что u B b), показать, что f измеримо 
относительно любой меры V на S X Г. [Применить Ὁ) к образу меры v 
‘при проектировании S X Т на S.] 

27) Пусть т — векторная мера Ha 7 со значениями в отделимом 
локально AS OM DR ENT К. 

т 
а) Показать, что если носитель меры M конечен, TO M = > Cie, 
1—=1 “г 
где с; ЕЁ. 

b) Показать, что если F — банахово пространство и M непрерыв- 
на в топологии компактной сходимости, то mM имеет компактный 
носитель. 


-c) Построить пример меры со значениями в RN и некомпактным 
носителем, непрерывной в топологии компактной сходимости. 


6 Н. Бурбаки 


82 AC ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ гл. VI, § 3 


$ 3. Дезинтегрирование мер 


1. Дезиитегрирование меры и относительно 
и-собствениого отображения 


Пусть Г — локально компактное пространство, имеющее счет- 
ный базис (иными словами, польское локально компактное про- 
странство (Общ. τοπ., гл. IX, 2-е изд., $ 6, n° 1)). Как мы знаем, 
для любой положительной меры на Г понятия интеграла и суще- 
ственного ‘интеграла совпадают (гл. У, $2, n° 2, замечание 1). 
С другой стороны, имеют место следующие свойства: 


Jlemma 1. Если У — локально компактное пространство co 
счетным, базисом, то пространство K(Y) содержит всюду плотное 
счетное подмножество. Более точно, в #(У) имеется такое счет- 
ное подмножество. 5, состоящее из функций > 0, что для любой 
функции } >. 0 из #(У) существует последовательность функций 
fr ES (n > 0), равномерно сходящаяся в f и такая, что fr < | 
для ecex п > 0. | 

Действительно, У есть объединение возрастающей последова- 
тельности (U,) таких относительно компактных открытых MHO- 
жеств, что U, < U, +41 при любом п (Общ. τοπ., гл. I, 2-е изд., 
$ 10, предложение 19); пространство 5(У) есть объедине- 
ние возрастающей последовательности банаховых пространств. 
K(Y, U,), каждое из которых, как известно, сепарабельно (Общ. 
топ., гл. X, 2-е изд., $ 3, теорема 1). Пусть δη — плотное счетное 
подмножество в Kl(Y, U,), Sn — множество всех функций 
pt (pES,), аи, — функция из H(Y, U,, +1) со значениями в [0, 4], 
равная 1 на U„. Возьмем в качестве 5 объединение множеств S, 
и множества всех функций MU, с целыми т >. дип > 0. У всякой 
функции f > 0 из (У) носитель содержится в одном из U,, так 
что f есть равномерный предел некоторой последовательности 


функций fp Е Sn (р > 1). Эти функции fp равномерно ограничены 
каким-то целым положительным числом т, и достаточно взять 


fo = MU,„: 


Лемма 2. Если У — локально компактное пространство co 
счетным базисом, то банахово пространство K(Y) всех непре- 
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рывных числовых функций, стремящихся в О на бесконечности, 
сепарабельно. 

Эта лемма есть не что иное, как следствие теоремы 1 из Общ. 
топ., гл. X, 2-е изд., $ 3. Можно заметить, что она вытекает также 
из леммы 1 и того, что топология равномерной сходимости 
B € (Y) мажорируется индуктивным пределом топологий подпро- 
странств K(Y, U,). 


Лемма 3. Пусть Т u X — ловально компактные простран- 
ства со счетным базисом, и — положительная мера на Tu => № 
— семейство положительных мер на Т. Если отображение 
{=> À; скалярно и-интегрируемо (в топологии o(M(X), H(X)), 
то семейство tr> X и-согласовано (гл. У, ἃ 3, определение 1). 

Действительно, лемма 1 в применении к &% (X) показывает, что 
отображение {> À; широко и-измеримо ($ 1, предложение 13). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть T и В — локально компактные простран- 
ства co счетным базисом,  — положительная мера на T, р — 
и-собственное отображение (гл. У, $ 6, определение 1) Τ в В 
и у = p(w) — образ и при отображении р. Тогда существует 
у-согласованное семейство (гл. У, $ 3, определение 1) b> λυ (b Е В) 
положительных mep na Т, обладающее следующими. свойствами: 

а) ||Ль || = 1 для любого ВЕ p(T); 

b) Ay сосредоточена na множестве p~*(b) (гл. У, $ 5, определе- 
ние 4) для любого Ὁ € В; в частности, A» = 0 для be p(T); 


ο) p= [Αι dv(b). 


Кроме того, если be>h, (ὦ € B) — второе у-согласованное 
семейство положительных мер на Т, обладающее свойствами, b) 
и с), mo № = № почти всюду на В относительно меры v. 

1) Единственность. Для каждой функции f Ε “(B) отображе- 
ние {ор и-интегрируемо, поскольку р и-собственно (гл. V, 8 6, 
теорема 1); значит, для любой функции g C4 (T) функция ¢t ++ 
=> g(i)f(p(t)) и-интегрируема. Отсюда вытекает (гл. У, § 3, теоре- 
_ ма 1), что для почти всех БЕ В функция # => g(t)f(p(t)) λο-πητοτρπ- 
руема и me 


Фр) = | ® © | eO/@MO) dO Ὁ) 


6* 
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Ho поскольку A, сосредоточена на р"(5), то f (p(t))=f (b) 
для любого bEB почти всюду относительно Ap, и, следовательно, 


правая часть формулы (1) равна | Г (6) (g, Av) dv (ὦ). Аналогичную 
формулу имеем для Ay. Следовательно, | f (5) (g, Ap) dv (b) = 
= | f(b) (в, №ь) dv (5) для любых fEY(B) и ge€wW(T). Иными 
словами, отображения br Ль и De> Ay пространства В в M(T) 
равны между собой скалярно локально почти всюду относи- 
тельно V и, значит, равны почти всюду относительно V (лемма 1 
и $ 1, n° 1, замечание 2). 

2) Предварительное определение семейства b> №. Для каж- 


nou функции 76 £1(v) функция [ορ п-интегрируема (гл. У, $ 6, 
(теорема 1), и, значит, (fop)-u есть ограниченная мера на T и 


По p-ull= Π1«ρ!ἁμ-- [1714 = №, (0 


(гл. IV, $4, предложение 12; гл. У, $ 0, теорема 1 и $ 6, тео- 
pema 1). Отсюда следует, что (fo p)-1 зависит только от класса f 
функции f в Li(v) и |-> ({ор)-и есть изометричное линейное 
отображение пространства ZL!(v) в банахово пространство M! (1) 
всех ограниченных мер Ha ТГ, сильное сопряженное к банахову 
пространству. X (Т), которое сепарабельно (лемма 2). Согласно 
теореме Данфорда — Петтиса ($ 2, следствие 2 теоремы 1), суще- 
ствует отображение 6 -> Ль пространства В в единичный шар 
пространства M!(T), скалярно у-измеримое (относительно топо- 
логии o(M!(T), & (1'))) и такое, что для любой функции f € £1 (у) 
выполняется равенство 


| (о р)-в= | f(b) Avdv(d), | (2) 
го есть | | | 


| g(t) f (p(t) du (6) — | f (b) dv (b) | g (t) аль (t) (3) 


для всех функций ge wv (1). 

Если {>20 и g>0, то левая часть формулы (3) будет SO, — 
чем доказано, что для любой функции g>0 из &(T) мера : 
(| g (t) day (t))-v>0, a значит, что. g (t) аль ()>0 для всех 6, 


He принадлежащих “некоторому у-пренебрежимому множеству N (5) 
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(гл. У, $ 5, следствие 3 предложения 4). Но в пространстве 
%,(T) всех функций 20 из € (T) существует всюду плотная 
последовательность (gn) (лемма 1). Объединение N множеств 
N (gn) у-пренебрежимо и для любого b¢ N имеем | En (t) аЛь (t) > 0 


при всех пи, стало быть, let) dhy(t)>O для любой функции 
2ЕК, (1), то есть A, > 0. Е 

Теперь можно, не нарушив равенства (3), заменить Ль на 0 для 
всех b € N; следовательно, можно предполагать это видоизмене- 
ние проделанным, иначе говоря, можно считать, что Ap > 0 для 
всех DEB. | 

3) Распространения формулы (3). | 

a) Для любой функции f Е £1(v) из (3) вытекает, что отобра- 
жение be>A, пространства В в M(T) скалярно интегрируемо 
относительно меры |f-v | и топологии o(M(T), &(T)), а значит 
(лемма ὃ), семейство br A» | f-v |-согласовано. Пусть g — число- 
вая функция Ha Т, интегрируемая относительно меры | (fo p)-p |, 
то есть (гл. У, $ 5, теорема 1) такая, что функция # => g(t)f(p(t)) 
иц-интегрируема; тогда из (2), теоремы 1 $ 3 главы У и теоремы 1 
$ 9 главы У вытекает, что для почти всех 6 Е В функция g интегри- 
руема относительно Ль, что (определенная почти всюду) функция 


br | star, (#) интегрируема относительно | f-v | и что формула 


(3) сохраняет силу. 

6) Для любой функции g€ & (1) из формулы (3), примененной 
к /С (В), вытекает, что отображение р собственно относительно 
меры |g-u| (гл. У, $ 6, определение 1) и что образ при отобра- 


жении р меры £g-U есть мера плотности br> | g(t) dA, (t) отно- 


сительно ν. Если тогда взять в качестве f такую функцию, 
что {ор интегрируема относительно меры | g-p|, то есть такую, 
что te>g(t)f(p(t)) u-uarerpupyema (гл. У, § 5, теорема 1), 
то формула (3) будет верна (гл. V, § 6, теорема 1). 

- 4) Свойства семейства В => №. Согласно свойству В), можно 
применить формулу (3) к f=1, g€@(T); это показывает, что 
семейство br> y скалярно У-интегрируемо . (относительно топо- 
логии о (M (7), & (T))), а следовательно, у-согласовано (лемма ὃ), 


и что и = \ À» dv (ὁ). 
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Пусть теперь ф — произвольная функция из & (В); условия 
свойства 0%) выполнены, если JE (B) и г=фор, ибо функция 
ψ (р (t)) (р (1) в-интегрируема, поскольку р принадлежит & (В), 
а р и-собственно. Тогда фор Ль-интегрируемо для почти всех 
beBu 


| Γίρ (9) ψ (р (0) du (0) = | f (5) dv (5) | Ÿ (р ({}) dap (1); 


но левая часть по определению равна (1) φῷ) ἂν (5). Таким 


ν 


образом, мы видим, что для любой функции pe“ (В) мера ψ:ν 
и мера с плотностью br> | bp (t)) dA, (Г) совпадают. Следова- 


тельно (гл. У, $ 5, следствие предложения A), существует такое 
у-пренебрежимое множество М’ (4), что для любого Dé М’ ($) 
функция фор Л№-интегрируема и %p (5) = | p (p (t)) dds (1). 

Пусть 5 — счетное множество в & (В), обладающее свойствами, 
сформулированными в лемме À (с Y —B), и пусть М’ — у-пре- 
небрежимое множество, являющееся объединением всех множеств 
№’ ($) (PES). Всякая функция ф>0 из & (В) есть равномерный 
предел некоторой последовательности (1) элементов из ©, удов- 
летворяющих условию Un < фо. Следовательно, для DG Ν΄’ теорема 
Лебега показывает, с одной стороны, что pop Ль-интегрируемо, 
то есть р Льсобственно, а с другой стороны, что 1 (5) = 


— | tp (p(t)) dc (t). Иными словами, отображения ++ &ьибн-> р (№) 


пространства В в M(B) (где последнее отображение определено 
почти всюду) скалярно почти всюду равны относительно V (и топо- 
логии O(M (BD), & (Б))); отсюда заключаем, что эти отображения 
равны почти всюду относительно v (лемма 1 и § 1, n° 1, заме- 
чание 2). Наконец, если р (Ay) = Ευ, то множество B—{b} Ep-lipe- 
небрежимо, и, значит, множество (Г — p!(b) Ль-пренебрежимо 
(гл. У, $ 6, следствие предложения 2), то есть A, сосредоточена 


на р * (6); а с другой стороны, ||| Ap || — а = | а(р (Av)) = || ev || =1 
(гл. У, 8 6, теорема A). — 
9) Заключительные модификации семейства br №. Итак, мы 


определили у-согласованное семейство ὦ --» Ay мер 2:0 на Г, удов- 
летворяющее условию ©) теоремы и такое, что для почти всех 
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= 


b € B отображение р Ль-собственно, a A, сосредоточено на 
р-ЦЬ) и имеет норму 1. Обозначим через N” у-пренебрежимое мно- 
жество тех точек b ЕВ, в которых не выполнено хоть одно из 
последних трех свойств; тогда Ль.можно модифицировать сле- 
дующим образом. Если b € B —p(T), принимаем A, = 0; если 
b€ p(T) П N”, принимаем Ay = 8&%), где &(b) есть произволь- 
ная точка из р-\(Б). Так как В — p(T) у-пренебрежимо (гл. У, $ 6, 
следствие 3 предложения 2), то Ль изменится лишь в точках пре- 
небрежимого множества, и, стало быть, семейство br> A, будет 
снова \-согласованным и обладающим свойством с); кроме того, 
теперь оно обладает и свойствами а) и b), что и завершает дока- 
зательство. | 

Всякое у-согласованное семейство b +> Ay положительных мер 
на Г, обладающее свойствами b) и с) из теоремы 1, называется 
дезинтегрированием меры U относительно и-собственного отобра- 
жения р. | 


2. Псевдообразы мер 


ОпрЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть Т и В — локально компактные про- 
cmpancmea, и — положительная мера на T и р — ц-измеримое 
отображение Т в ВБ. Положительная мера ν на В называется 
псевдообразом меры и при отображении, р, если она удовлетворяет 
следующему условию: для того чтобы множество N < В было 
локально у-пренебрежимо, необходимо и достаточно, чтобы 
множество p'!(N) было локально ц-пренебрежимо. 


Примеры. 1) Если р п-собственно и v = р(и), το v есть 
псевдообраз меры и при отображении р (гл. V, $ 6, следствие 2 
предложения 2). | 

2) Пусть В” — локально компактное пространство и ν΄ — поло- 
жительная мера на В’; примем за 7 пространство В X Β΄, азай — 
меру у ὦ ν΄; если р — проекция Т на В, то v есть псевдообраз 
меры u при отображении р (гл. У, $ 8, следствие 8 предложения 5 
и следствие предложения 2). 


Отметим, что если у — псевдообраз меры и при отображении р, 
то она сосредоточена в р (7). 
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Если у — псевдообраз меры u при отображении р, TO множе- 
ством всех псевдообразов меры u при отображении р служит класс 
всех положительных мер, эквивалентных V, и всякая положитель- 
ная мера, эквивалентная и, имеет те же псевдообразы при отобра- 
жении р. Класс меры у называется псевдообразом класса меры w 
при отображении р. 


ПредложЕНИЕ 1. Пусть T — локально компактное простран- 
ство, счетное в бесконечности, и — положительная мера Ha Т 
и р — цизмеримое отображение пространства Т в локально 
компактное пространство В. Гогда существует мера, являющаяся 
псевдообразом меры μ. при отображении р. 

В самом деле, на 7 существует ограниченная мера μ΄, эквивалент- 
ная u (гл. У, $6, предложение 11); тогда отображение р pw -οοὔ- 
ственно. 


3. Дезиитегрирование меры и относительно 
ee псевдообраза 


ТЕОРЕМА 2. Пусть T и ВБ — локально компактные простран- 
ства со счетным базисом, и — положительная мера на T, р — 
u-usmepumoe отображение Т в В u v — псевдообраз меры μ. при 
отображении р. Гогда существует, \-согласованное семейство 6 = 
>A, (DEB) положительных мер на Т, -обладающее следующими 
свойствами: 

а) Ay EV для всех БЕ p(T); 

b) A, сосредоточена на множестве р ЦЬ) при всех b € В; в част- 
ности, A» = 0 для всех ὃ ἃ p(T); 


ο) p= | № 4% (5). 

Кроме того, если, у’=г.у — второй псевдообраз меры u при 
отображении р и be>dA, есть у’-согласованное семейство поло- 
_жительных мер на Т, обладающее свойствами Ὁ) и с) относи- 
тельно У, то №ь=1г(5)Ль почти всюду на В (относительно у 
или, ν΄). | 

В самом деле, существует такая непрерывная конечная число- 
вая функция f на Т, что f(t)>0 для всех tET и что и’ =}: 
ограничено (гл. У, § 5, предложение 11). Пусть у” =р(и”), что 
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является мерой, эквивалентной V, и положим V’ = g-Vv, где £ —KO- 
нечная локально У-интегрируемая функция; кроме того, можно 
предполагать g (5) >> 0 для всех DEB (гл. V, $ 5, предложение 10). 
_ Теорема 1 в применении к μ΄ и У’ показывает, что существует 
_\”-согласованное семейство br № (DEB) таких положительных 
мер на 7’, что: 1) ||^ь || =1 для всех DE p(T); 2) A, сосредоточена 
на р! (5) при любом DEB; 9) μ΄ = | A dv" (ὁ). 
Для каждого bEB определим положительную меру A; Ha 7 
формулой Ль= 3 -(g(b) x). Ясно, что семейство br 4 обла- 


‘дает указанными выше свойствами a) и b). С другой стороны, 
для каждой функции йС 6” (Т) функция h/f принадлежит & (В, 
и, значит, 


Дор о= avoue [ам о | вого)ам о. 


Но так как функция br> | (h (t)/f (}) day (t) У’-интегрируема,. 
то функция Dr g (5) | (h (t)/f (9) day (1) у-интегрируема 
(гл. У, $ 5, теорема 1). По определению меры Ap, эта ‘функция 
есть br> (26 dy (t), откуда [1ῳ du (= | dv (5) ro dhs (t) 
(там же), чем и доказано, что п = (A dv (b). 


Чтобы доказать вторую часть теоремы, заметим, что можно 
предполагать г (5) >0 для всех DEB (гл. У, § 5, предложение 10); 
положим Ap = f-((r (b)/g (b)) Ap); как и выше, доказывается, что для 
любой функции he & (1) соотношение 


POP = | ἂν ϱ) | 949 


влечет 


| rau Te ϱ) | ® GO) а”. 


Поэтому теорема 1 в применении к п” π ν΄ показывает, что для. 
почти всех БСВ выполняется равенство Ль’==Аь, откуда Ль = 
= r(b)Ap. 


90 3 о ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ TR Ти $79 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Т и В — польские локально компакт- 
ные пространства. Если заданы положительная мера u на Т, 
ц-измеримое отображение р пространства Т в В u псевдообраз v 
меры и при отображении р, то всякое “-согласованное семейство 
6 => λυ (ὁ € B) положительных мер на Т, обладающее свойствами 
b) и с) из теоремы 2, называется дезинтегрированием меры и, отно- 
сительно V. 


Когда р и-собственно un v = p(u), то понятие дезинтегрирования 
относительно р совпадает с понятием дезинтегрирования относи 
тельно v. В условиях теоремы 2, два дезинтегрирования меры U 
относительно одного и того же ее псевдообраза V равны почти всю- 
ду относительно у. 


Замечание. Теорема 1 $ 3 главы V показывает (с учетом 
того, что Г u 5 имеют счетный базис), что для любой п-интегри- 
руемой функции f, определенной Ha 7 и принимающей значения 
в В или в банаховом пространстве F, множество тех DEB, для 
которых f не A,-aHrTerpnpyema, ^-пренебрежимо, функция 


br | 1 (t) dA, (Е), определенная почти всюду, \-интегрируема и 
[79 ἀμ()-- | ἂν © | Τῷ dE. 


Аналогичный результат для скалярно и-интегрируемых функ- 
ций получим, применив предложение 3 $ 1. 


4. Измеримые отношения эквивалентности 


Отношение эквивалентности А в топологическом пространстве 
Х называется отделимым, если отделимо факторпространство 
RER. | | | 

Напомним (Общ. топ., гл. I, 2-е изд., $ 9, теорема 2), что если 
В — открытое отношение эквивалентности, то это равносильно 
утверждению, что его график в Х X X замкнут. | 


Пусть р — отображение пространства Х в отделимое топологи- 
ческое пространство В и В — отношение эквивалентности р(2) = 
= p(y) в X; если К — такое компактное множество в X, что суже- 
ние р на К непрерывно, то отношение Rx, индуцированное отноше- 
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нием А на К, отделимо, ибо факторпространство K/Rx гомео- 
морфно пространству р(К), которое компактно (Общ. топ., гл. I, 
2-е изд., $ 10, следствие 1 предложения 8). Если Τ᾽ — локально 
компактное пространство, и — положительная мера πα Πα р 
и-измеримое отображение пространства T в отделимое топологи- 
ческое пространство В, то мы видим, что множество тех компакт- 
ных подмножеств K из Г, для которых отношение Ак отделимо, 
и-плотно (гл. У, $ 1, n° 2). Таким образом, мы приходим к сле- 
дующему определению: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть Т — ловально компактное простран- 
ство и u — положительная мера на Т. Отношение эквивалентности 
В в Т называется п-измеримым, если множество тех компактных 
подмножеств К из Г, для которых Rx отделимо, и-плотно. 


Если R отделимо, TO оно и-измеримо, ибо каноническое отобра- 
жение ф пространства J на отделимое топологическое пространство 
TIR непрерывно, а В эквивалентно отношению ф (x) = ф (у). Точно 
так же, если В таково, что насыщение по В всякого компактного под- 

множества из 7 замкнуто (и, в частности, если А — замкнутое отно- 

шение эквивалентности), то А р-измеримо, так как для любого ком- 
пактного множества К из Т отношение В к замкнуто, а значит, отдели- 
мо (Общ. τοπ., гл. I, 2-е изд., $ 10, предложение 8). 


Отметим, что если А и-измеримо, то. К измеримо также относи- 
тельно всякой меры с базисом u на 71. 


ПреЕдложЕНИЕ 2. Пусть Т — локально компактное простран- 
ство, счетное в бесконечности, и и — положительная мера на T. 

1) Для любого и-измеримого отношения’ эквивалентности В 
на Т существуют локально компактное пространство B и такое 
и-измеримое отображение р пространства T в В, что В эквива- 
лентно отношению p(x) = p(y). 

2) Если в тому же Т имеет счетный базис, то можно предпо- 
лагать, что и В имеет счетный базис. es 

Поскольку 7 счетно в бесконечности, существует возрастающая 
последовательность (К’„)„>: таких компактных подмножеств из T, 
что T есть объединение множеств K, и и-пренебрежимого множе- 
ства N и каждое отношение Ак, отделимо. Пусть 6, — компакт- 
ное факторпространство K,/Rx, и B, — компактная топологиче- 
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ская сумма пространства B, и некоторой точки а». Пусть, далее, 
dn — каноническое отображение K, на B,; продолжим его до 
отображения p, пространства 7 в В, следующим образом: если 
x € T конгруэнтно mod R некоторому элементу у € K,, TO поло- 
жим p,(x) = Qn(Y); в противном же случае положим Ρῃ(ἁ) = An. 
co 
Пусть Β΄ — компактное пространство-произведение Ц Ben po 
pe 
отображение 2» (ρῃ(ᾳ)) пространства T » В’. Покажем, что р’ 
иц-измеримо: достаточно (гл. IV, $ 5, теорема 1) доказать, что каж- 
ΠΟΘ из отображений p, измеримо, а для этого достаточно, чтобы. 
сужение р, на каждое К» было измеримо. Но для т «п это 
очевидно; если же т > п, то обозначим через Km насыщение А» 
по Ак, которое является компактным множеством в Km (Общ. 


топ., гл. I, 2-е изд., $ 10, теорема 2); поскольку р» постоянно на 
Ки — Kam: достаточно доказать, что сужение Pr на Kym непре- 
рывно, что очевидно в силу существования между Как 


и К,/Вк, канонического изоморфизма (Общ. τοπ., гл. 1, $ 10, 
следствие 2 предложения 8). 
Пусть А — насыщение множества |) К» по отношению Ви N = 


= T —Ас< №. Мы покажем, что отношение p(x) = p’(y) экви- 
валентно отношению «Riz, узили (x, y) Е N° x №». Действи- 
тельно, если имеет место. Rix, уз, то р»„(1) = p,(y) при всех п, 
и, значит, p (x) = p(y); а если x Е N°, УЕ Ν΄, то р»(2) = Pr(y) = 
= d, при всех п, и, значит, p'(x) = р’(у). С другой стороны, если 
x и у принадлежат A и He конгруэнтны mod À, то существуют 
такое целое и и такой элемент x € К» (соотв. у’ € K,), конгруэнт- 
ный mod А элементу x (соотв. у), что х’ не конгруэнтен 
y mod Rx,; поэтому p,(z)~p,(y), и, следовательно, р’(х) = 
== р’(у). Наконец, если x Е N’, ay € A, то р. (у) Е В, для доста- 
точно больших 7; и Ρῃ(2) = а, для всех п, а стало быть, р’(5) == 
== р’(у), и наше утверждение доказано. | 

Рассмотрим теперь фактормножество By = N’/Ry; пусть 40 — 
каноническое отображение N’ на Ву и ὁ) — сечение, ассоцииро- 
ванное с go. Положим ро(х) = so(go(x)) для всех x € N° и продол- 
жим ро на Г, приняв ро на А постоянным и равным некоторому 
элементу из Г. Тогда р = (р’, ро) есть и-измеримое отображение 
пространства 7 в локально компактное пространство В = B’ X T; 
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очевидно, если x Е Ν΄, y E Ν΄, то отношение po(x) = p(y) влечет 
Riz, y}; следовательно, р отвечает поставленным требованиям. 


Кроме того, если Г имеет счетный базис, то тем же свойством. 


обладает и каждое из факторпространств В„ (Общ. τοπ., гл. IX, 
2-е изд., $ 2, предложение 17), и тогда В’, а стало быть, и В 
имеет счетный базис. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть Т — польское локально компактное 
пространство, и — положительная мера на Т и À — отношение 
эквивалентности в Г. Следующие свойства равносильны: 

a) R p-usmepumo. 

Ὁ) Существует такая последовательность отображений Pr: 
Г — F, в отделимые топологические пространства, что каждое 
Pn W-usmepumo и отношение Rix, У} эквивалентно отношению 
«каково бы ни было п, Pn(%) = Pn(y)». 

с) Существует последовательность (Ay) в-измеримых мно- 
жеств, насыщенных по В и таких, что класс любого ЕТ по В 
есть пересечение тех An, которые содержат x. 

В обозначениях из b), положим p(x) = (p,(x)); свойство ов) озна- 


чает, что отображение р пространства Г в произведение ΗΘ, 
, 5 nr ‘ 


измеримо (гл. IV, $ 5, теорема 1), a отношение Riz, у} эквива- 
лентно отношению p(x) = p(y); следовательно, b) влечет а). | 

Покажем, далее, что с) влечет b). Предположим с) выполнен- 
ным; тогда характеристические функции PA, и-измеримы и с) озна- 
чает, что отношение Rix, у} эквивалентно отношению «каково 
бы ни было п, PA,(x) = pa, (y). 

Наконец, покажем, что a) влечет с). Согласно предложению 2, 
существуют локально компактное пространство В со счетным 
базисом и такое и-измеримое отображение р пространства TBB, 
что отношение Riz, у3Зэквивалентно отношению p(x) = p(y). 
Пусть (U,) — счетный базис топологии пространства В. Множе- 
ства A, = р-КО,) и-измеримы (гл. ТУ, § 5, предложение 8) 


и насыщены по À; а если x, у — такие точки из 7’, что p(x) ~ ply), 
то существует такой индекс п, что p(x) € U,, а | PY) € U,, что озна- 


чает, что ΖΕ Α.,, a y ¢ An. | 
Зам ечание. Если А — _в-измеримое отношение эквивалент- 
ности в Т, то насыщение по А ‘компактного множества из Т не обяза- 
тельно и-измеримо (упражнение δ). 
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TeopemA 3. Пусть T — локально компактное пространство со 
счетным базисом, и, — положительная мера на Ти В — u-usmepu- 
мое отношение эквивалентности в Т. Тогда в Т существует 
ц-измеримое подмножество 5, пересекающее всякий класс по В 
в одной и только одной точке («измеримое сечение» для В). 

Очевидно, можно предполагать, что мера и ограничена 
и и(Т) <A (гл. У, $ 5, предложение 11). Мы определим последо- 
_вательность (S,) таких борелевских подмножеств (Общ. τοπ., 
гл. IX, 2-е изд., $6, n° ὃ), что всякий класс эквивалентности | 
по В пересекает объединение δ΄ множеств S, не более чем в одной 
точке, что для любого п насыщение Г, объединения ΠΕ 


S, с индексами p< п и-измеримо и что μ(ΐ--- Τη) < -ππ- Тогда 
насыщение 7’ множества 5” будет и-измеримым и N = г. — T° 
иметь меру нуль. Множество 5 = S’ U δ΄, где 5” — произволь- 


ное сечение множества М по отношению Ах, и будет искомым, 
ибо 5’, будучи борелевским множеством, и-измеримо (Общ. τοπ., 
гл. IX, 2-е изд., $ 6, теорема 5 и предложение 11), а 5” имеет 
меру нуль. 

Согласно предложению 2, Н:х, у} эквивалентно отношению 
p(x) = p(y), где р — и-измеримое отображение пространства 7 
в некоторое локально компактное пространство F. Предположим, 
что S, определены для kk < п. Так как Т — Ίῃ ц-измеримо и ero 


1 
мера He превосходит >, , ΤῸ в T —T,, существует такое компакт- 


ное подмножество К, что μ (Т — (T,U Bee и сужение р Ha 


К непрерывно. Так как индуцированное отношение Rx замкнуто. 
и К метризуемо, то, как мы знаем, существует такое борелевское 
множество Sn +1 < K, что всякая точка в К конгруэнтна (mod À) 
одной и только одной точке из δη. (Общ. τοπ., гл. IX, 2-е изд., 
$ 6, теорема 4). Следовательно, р(5„ +4) = p(K), и это множество 
компактно в И; насыщение множества, δη по В есть прообраз 
р Кр(К)) и, стало быть, и-измеримо (гл. IV, $ 5, предложе- 
ние 8); ясно, что это множество содержит K, а значит, объеди- 


нение 7,11 множества Г, и p7(p(K)) и-измеримо, насыщено 
1 
по В и таково, что UT — Τη ει) < -ππτ- TT ‚ что и завершает дока- 


зательство. 
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5. Tesunmeepuposanue меры no измеримому 
отношенило эквивалентности 


Пусть 7 — польское локально компактное пространство, U — 
положительная мера на Г и À — и-измеримое отношение экви- 
валентности в Г. Тогда существуют (предложение 2) такое поль- 
ское локально компактное пространство ВБ и такое и-измеримое 
отображение р пространства 7 в В, что отношение p(x) = p(y) 
эквивалентно Ritz, y}. Всякий псевдообраз v меры и при oro6pa- 
жении р (n° 2) будет называться факто рмерой меры μ. по отношению 
В; если be>dAp есть дезинтегрирование меры U относительно 
меры V, то будем говорить, что De> Ay есть дезинтегрирование 
меры u по отношению В. Согласно свойствам отображения р и мер 
Ль, каждая из мер Ль сосредоточена на некотором классе эквива- 
лентности по À, и если b= с, то меры A, и A, сосредоточены на 
различных классах. 

Пространство В, отображение р и псевдообраз v на В меры u 
могут быть, вообще говоря, выбраны бесконечным множеством спо- 
собов. Однако все различные дезинтегрирования меры u по В могут 
‘быть получены из одного, как показывает следующая теорема. 


ТЕОРЕМА 4. [ycme Т — польское локально компактное про- 
странство, μ. — положительная мера на T и В — u-usmepumoe 
отношение эквивалентности в Т. Пусть, далее, Би B — польские 
локально компактные пространства, а ри p’ — такие и-измери- 
мые отображения пространства Т соответственно в В и Β', umo 
ВЁх, у} эквивалентно как p(x) = ply), так u p'(x) = p'(y). 
_Пусть, наконец, v и У — псевдообразы меры и, при отображениях 
соответственно р и р, α bee № ибн. р el on de ges ta 
меры μ. соответственно относительно V UV. 

При этих условиях существуют такое множество № (соотв. №’) 
в В (соотв. В ), пренебрежимое относительно v (соотв. ν΄), и такая 
биекция f множества В — N на Β΄ — Ν΄, что выполняются сле- 
дующие свойства: 

а) Отображение f (определенное почти, всюду на B) у-измеримо 
и обратное к нему отображение |’ v'-usmepumo; всякий псевдообраз 
меры v (соотв. ν΄) при отображении f (соотв. Г) эквивалентен, ν' 
(соотв. v). | 
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b) Для любого БЕВ — N мера dj) на Т имеет вид r(b)à, 
где r(b) 40 u г локально у-интегрируемо. 

Для установления свойства а) достаточно ограничиться случа- 
ем, когда V Ἡ ν΄ — ограниченные меры (гл. У, $ 5, предложение 11). 
Пуеть № = В — p(T), №, = В' — p'(T); мы знаем, что No 
(соотв. №) пренебрежимо относительно v (соотв. v’) (n° 2). Cyme- 
ствует биекция f множества В — No на В” — №, определяемая 
равенством f(p(t)) = p’(t) для всех t € Т; пусть f’ — отображение, 
обратное к |, так что f'(p'(t)) = p(t). Для каждого множества 
M < В отношение «М у-измеримо» эквивалентно отношению 
«р (М) и-измеримо», то есть отношению «р’(КМ)) и-измеримо», 
а значит, в итоге, отношению «f(M) у’-измеримо» (гл. У, $6, 
следствие предложения 3). Таким образом видим, что f (соотв. γ΄) 
преобразует всякое \у-измеримое (соотв. у’-измеримое) множество 
в \’-измеримое (соотв. \-измеримое); a так как В и B’ метризуемы 
и имеют счетный базис, то отсюда вытекает, что f uf’ измеримы 
(гл. IV, § 5, теорема 4). Кроме того, если множество М < В 
у-пренебрежимо, то p (М) = р ККМ)) и-пренебрежимо, и, сле- 
довательно, f(M) у’-пренебрежимо (гл. У, $ 6, следствие 2 предло- 
жения 2); точно так же } преобразует всякое у’-пренебрежимое 
множество в у-пренебрежимое. Стало быть, образ меры v при 
отображении f (который определен, поскольку V ограничена, из 
чего следует, что f \-собственно) эквивалентен ν΄, а образ меры 
У’при отображении {эквивалентен v (гл. V, $ 5, предложение 10). 
Остается доказать b). Согласно теореме 2, можно ограничиться 


случаем, когда v = f(v). Так как u -- | Ay dv'(b"), то для любой 
функции h € #(T) 


from (de) | оао = [№0 | κ() ἄλλω 0. 


(гл. V, 8 3, теорема 1 и ὃ 6, теорема 1); имыми словами, 
TR | Arc, dv (6). Но поскольку также u = | Ap dv (5) и для любого 


beB—N, меры Ay и λ}(γ сосредоточены в р *(5), то теорема 2 
влечет, что Ль=А;%) для почти всех БЕВ — №, а значит, и для 
. почти всех БЕВ. Итак, условия теоремы 4 будут удовлетворены, 
если взять в качестве VV объединение множества №, и множества тех 
bE B, для которых Ap λ}(ογ. | 


7 
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Упражнения 


1) Предположим, что выполнены условия теоремы 1. Пусть 
ἦν — такая локально ц-интегрируемая функция, что отображение р 


(®. и)-собственно. Показать, что функция 6 ++ g(b) = | ἦν (t) аль (2), 


определенная локально почти всюду на В (относительно меры 
у = р(и)), такова, что p(h-u) = g-v. 


2) Пусть В — локально компактное пространство и (νι) on 
L 
семейство всех положительных мер на В. Пусть, далее, Т есть про- 


странство-произведение J X B, где J наделено дискретной топологией, 
и пусть у — мера на 7, сужение которой на {t} X В есть канониче- 
ский образ меры У, на В для каждого t Е Г. Пусть, наконец, р — 
проекция 7 на В. Показать, что если в В существует несчетное 
компактное подмножество, то V не имеет псевдообраза при отобра- 
жении р. [Показать, что для такой меры каждая точка из В имела бы 
меру >0.] | 

ὁ) Построить пример положительной меры μι на польском локаль- 
но компактном пространстве 7 и непрерывного отображения р про- 
странства Т в польское локально компактное пространство В так, 
чтобы р не было и-собственным. 

4) Пусть Т — интервал [0, 1] из В и u — мера Лебега на Т.. 
Пусть, далее, À ἕ x, y } — отношение эквивалентности 2 — y € Ов TI. 
Показать, что À не и-измеримо [применить теорему 3], но его график 
в ТХ T пренебрежим относительно меры-произведения п © и. 

5) Пусть 7 — объединение триадического канторова множества 
К © [0, 1] и интервала J = [1, 2] из В, a u — мера, индуцированная 
на компактном пространстве 7 мерой Лебега. Пусть, далее, Р — неиз- 
меримое подмножество из [, имеющее мощность континуума (гл. ТУ, 
$ 4, упражнение 8), и — биекция К на Р. Рассмотрим в Т отноше- 
ние эквивалентности А, при котором всякая точка х, не принадлежа- 
maa К |) P, служит своим классом эквивалентности, а класс точки 
y Е К состоит из y an p(y). Показать, что А и-измеримо, но насыщение 
К по À не u-n3Mepumo. 

6) Пусть Г — польское локально компактное пространство, U — 
положительная мера Ha 7, К — и-измеримое отношение эквивалент- 
ности в Г, р — такое и-измеримое отображение 7 в польское локально 
компактное пространство В, что p(x) = p(y) эквивалентно Riz, y}, 
у — псевдообраз меры и при отображении р и b -> A, — дезинтегри- 
рование меры U по отношению À. Пусть C(b) для всякого 6 Е В, такого, 
что A, ~ 0, означает класс mod À, в котором сосредоточено Ay; пока- 
зать, что мера Mp)". пропорциональна A,. Привести пример, когда 


Peu = 0 для любого b ЕВ. 


7) Пусть Т — польское локально компактное пространство, 
и — ограниченная положительная мера на Т и В рп-измеримое 


Н. Бурбаки 


98 


ВЕКТОРНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ гл. VI, § 3 


отношение эквивалентности Ha 7. Пусть, далее, @— подпространство 
пространства» (7) мерна Г, образованное всеми ненулевыми мерами 
λ > 0 ο общей массой <1; при наделении широкой топологией, Q 
локально компактно (гл. ПТ, $ 2, следствие 2 предложения 9). Пока- 
зать, что на Q существует, и притом единственная, положительная 


мера р, такая, что: 1° u = | λάρ(λ); 2° р сосредоточена на множестве 
Q 

Во < ©, элементами которого служат меры с общей массой 1, сосредо- 

точенные в классах mod À, причем два различных элемента из Во 

сосредоточены в различных классах. [Рассмотреть дезинтегрирование 

br>X, меры u по отношению А, такое, чтобы все A, имели общую 

массу 1, и образ множества В при его отображении br>A, B ©; восполь- 


‘зоваться теоремой 4.] 


8) Пусть Г — интервал [0, 2] из В и u — мера Лебега на 7. 
Пусть, далее, А — неборелевское множество, содержащееся в канторо- 


‚вом множестве К © [0, 1] (см. Общ. топ., гл. IV, $ 8, упражнение 16 


и гл. [Х, 2-е изд., $ 6, упражнение 6). Пусть, наконец, 5 — отношение 
эквивалентности в ТГ, классами эквивалентности которого являются 
множества {x} для А |] (A + 1) и множества {z, x + 1} для 


x € A. Показать, что 5 и-измеримо, HO не обладает никаким борелев 


ским ‘сечением. 
9) Пусть К — метризуемое компактное пространство, } — его 


непрерывное отображение в отделимое топологическое пространство 
Е и К — произвольное целое >1. Обозначим через В» подмножество 


—1 
из Е, состоящее из тех у, для которых ] (у) содержит по крайней мере 


-ι 
k различных точек; показать, что А» = f (Bz) есть борелевское множе- 
ство в К. [Пусть Bgp для каждого целого п > 0 означает подмножество 


—1 ) 2 ο 
из Е, состоящее из тех у, для которых f (у) содержит по крайней мере 


4 
k точек с попарными расстояниями > age показать, что Brn замк- 


нуто.] 
*10) Пусть К — метризуемое компактное пространство, и — 


положительная мера Ha К и f — в-измеримое отображение К в отде- 
лимое топологическое пространство ЕЁ. Обозначим через J (соотв, U) 


—1 
подмножество из Е, состоящее из тех у, для которых ] (у) бесконечно 


(соотв. несчетно). 
а) Показать, что в К существует такое ц-измеримое множество H, 


что f(H)— lu 7 (y) Π CH для каждого y € Е конечно. [Пусть (K,) — 
такая возрастающая последовательность компактных подмножеств 
из К, что сужение f на каждое Κη непрерывно и дополнение N 
к объединению Κ᾽ всех множеств К» вц-пренебрежимо; для каждого k > 1 
обозначим через Вь подмножество из Е, состоящее из тех у, для кото- 
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рых F [\ i) содержит по крайней мере А различных точек, и пусть 


Ar=F т F (Bp); взять в качестве H объединение множеств Al Ap 


и МП ju) и применить упражнение 9.] 
Ь) Пусть $ — множество таких п-измеримых подмножеств 


—1 
М < В, что М (\ f(y) для каждого y Е Е конечно, и пусть & — верх- 
HAA грань мер ц (М) (M ES); существует возрастающая последова- 


тельность (M„) множеств из %, для которой lim (Mn) = a. Пусть 
n—00 


P= ® M, и 5 — измеримое сечение множества H [Ὶ СР по отноше- 


нию эквивалентности f(x) = f(y) (теорема 3); показать, что μ(δ) = 

с) Показать, что существует такое п-пренебрежимое множество 
ZCK, что f(Z)=U, и что для любого & > 0 существует и-измеримое 
множество L < К, для которого p(L) < ε, а КГ) = Г. [Заметить, что 
КН (| CM,) = I для всех пи UCf(S)] | 

*{1) Пусть К — метризуемое — компактное пространство, 
U — положительная мера на К, | — ц-измеримое отображение К 
B локально компактное пространство Т и v — положительная 
мера на 7; и пусть Г и U имеют тот же смысл, что в упраж- 
нении 10. 

а) Предположим, что КМ) для любого п-пренебрежимого множе- 
ства № < К у-пренебрежимо. Тогда U у-пренебрежимо и f(A) для любо- 
го и-измеримого А < К у-измеримо. 

b) Для того чтобы J было у-пренебрежимо, а образ при отображе- 
нии } всякого п-пренебрежимого множества был уУ-пренебрежим, 
необходимо и достаточно, чтобы f удовлетворяло следующему усло- 
вию: для каждого = > 0 существует такое 6 > 0, что для всякого 
и-измеримого множества А < К, такого, что u(A) < δ, КА) у-измери- 
мо и v(f(A)) < в. [Для доказательства необходимости условия рас- 
суждать от противного, рассматривая убывающую последователь- 
ность (Ah) и-измеримых множеств, пересечение которых п-пренебре- 
жимо, HO для которых V(f(A,)) > а > 0; взять тогда пересечение 
А») и CI. 

*12) Пусть Е — неметризуемое компактное пространство, полу- 
чаемое в результате наделения интервала [—1, +1] из В тополо-- 
гией т, определенной в упражнении 13a из Общ. топ., гл. IX, 2-е изд., 
$ 2; пусть ф — отображение х->|х| пространства E на интервал. 

= [0, 1] (наделенный топологией, индуцированной из В). 

а) Показать, что ф непрерывно u что если обозначить через 5; 


множество всех подмножеств из Ё вида φ (A), где A — борелевское под- 
множество из J, то борелевскими будут такие подмножества В из E, 
что существует множество М Е $, для которого В [| СМ и M [ CB 
счетны. [Заметить, что всякое открытое множество из Е принад- 
лежит %.] 
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b) Показать, что для Toro, чтобы числовая функция f на E была 
непрерывна (в топологии т), необходимо и достаточно, чтобы она 
была линейчатой и для любого x € E выполнялось равенство f (x—) = 

4 


=f((—z)+). Стало быть, формула | f=) 0 dx определяет 
| 0 


положительную меру u на Е. Показать, что образ меры и при отобра- 
жении ф есть мера Лебега на J и что и-пренебрежимые множества — 
не что иное, как пренебрежимые относительно меры Лебега 
на [—1, +1]. 

с) Вывести из a) и b), что не существует и-измеримого сечения 
по и-измеримому отношению эквивалентности Q(z) = (y) BE. 


ПРИЛОЖЕНИЕ К ГЛАВЕ VI 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 0 ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 


1. Билинейные формы и линейные отображения 


Пусть (F1, Gy) и (F2, Go) — две пары векторных (действитель- 
ных или комплексных) пространств, находящихся в двойственно- 
сти (Топ. вект. простр., гл. IV, $ 1, n° 1); предположим, что каж- 
дое из этих пространств наделено соответствующей слабой топо- 
логией (там же, n° 2). Пусть А и В — любые из этих пространств; 
будем, как обычно, обозначать через L(A; B) векторное про- 
странство всех непрерывных линейных отображений А в В, 
а через (А, В) — векторное пространство всех раздельно непре- 
рывных билинейных форм на А X В. 

Для любой раздельно непрерывной билинейной формы Ф на 
Fı x F, отображение 2) > (αι, х2) есть непрерывная линейная 
форма на F1, а значит, существует, и притом только один, эле- 
мент ’Ф(х-) Е G1 такой, что 


D (αι, 2) = (21, 0 (25), (1) 


для всех x, € Fy, to ЕР. (Топ. вект. простр., гл. IV, $ 1, предло- 
жение 1). Кроме того, эта формула показывает, что отображение 
1. -> "Ф(х2) линейно и непрерывно в (слабых) топологиях про- 
странств Р. и (1. Обратно, для любого непрерывного линейного 
отображения и пространства Fo в С, отображение (X, х2) 5-» 
> Ф( 24, Lo) = (αι, и(т2)) есть’ раздельно непрерывная билиней- 
ная форма Ha Fi Χ Р. и "Ф = и. Таким образом определен изо- 
морфизм тг: Ф -> "Ф пространства X(F,, Р.) πα (Ρο; σι), назы- 
ваемый каноническим. 
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Формула 
D (αι, 22) = (D (αι), αὐ). (2) 
так же определяет канонический изоморфизм 1: Ф --» Ὁ простран- 
ства 3(Р., Е.) πα Ζ(Ρι; Ge); и, очевидно, имеем коммутативную 
диаграмму | 


ЗЕ, Е) 


os 
PUF SG) ----«ΙΡ .G) 


где + — изоморфизм сопряжения u > lu. Кроме Toro, из определе- 
ния слабых топологий в Gı и Ga явствует, что если наделить про- 
странства (Fr, Fo), £(F1; Go) и L(F 2; Gy) топологией простой схо- 
димости, то изоморфизмы в предыдущей диаграмме будут изомор- 
физмами для структур топологического векторного пространства. 


Пусть теперь Ё и F — отделимые локально выпуклые про- 
странства, a Ё’и F' — их сопряженные; обозначим через Ес, 
F, пространства Ё, F, наделенные ослабленной топологией 
_o(E, Е’), o(F, ЕЁ’), а через Ες, Fi — пространства Ε΄, Е’, наде- 
ленные слабой топологией o(E', Е), o(F', Г). Тогда предыдущие 
замечания устанавливают канонический изоморфизм между тремя 
пространствами S(E,, Fi), L(Eo; Fo) uL (Fi; Е.), а также между 
тремя пространствами X(E,, Fo), L(Eo; Fs) и L(Fo; Es). Заме- 
тим, что (Es, Ро) равно также пространству %(E, F) всех 
раздельно непрерывных билинейных форм на Е ХР (где Е и Рна- 
делены своими исходными топологиями), поскольку всякая непре- 
рывная линейная форма на E (соотв. А) непрерывна на Вс (соотв. 
ГР.) и обратно (Τοπ. вект. простр., гл. ТУ, $ 1, n° 1 x предложе- 
ние 1). 

Пусть (Е, F) — пространство всех непрерывных билиней- 
ных форм на E X F (где Eu F наделены своими исходными то- 
пологиями); тогда (Е, F) < BE, δ). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы билинейная форма ФЕ 
Е (Е, Е) принадлежала %(Е, Е), необходимо и достаточно, 
чтобы в Е существовала окрестность нуля, образ которой 
при отображении 'Ф есть равностепенно непрерывное MHO- 
жество в Г’. 
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В самом деле, непрерывность отображения Ф означает, что 
в E u F существуют соответственно такие выпуклые окрестности 
нуля Г иЙ,, что |Ф(х, y) | < 1 для всех x ЕТУ, y € W; это запи- 
сывается в виде | ((Φ(α), у) | < 1 для всех x ЕТ, y € W или еще 
‘Ф(Т) < И; а это как раз то, что требовалось доказать. 


Следствие. Если Ф—непрерывная билинейная форма на ExF, 
mo '® — непрерывное линейное отображение пространства Е 
в сильное сопряженное РькЕ. Если при этом Е и Е — нормиро- 
ванные пространства, то ||'Ф ||=||Ф]|. 

Первое утверждение вытекает из предложения 1 и того, что 
всякая окрестность нуля в Fy поглощает любое равностепенно 
непрерывное подмножество из ξ΄. Если же E и F — нормирован- 
ные пространства, то 


|Ф]= sup [Ф (5, у) |= sup ( sup ee y)|)= 
Hxll<1, lly l[<4 Нх||<4 Пу|<1 


и |1 Ф (2) [ИФ], 
т. €. справедливо и второе утверждение. 


Поменяв местами Æ и F, получим результаты, аналогичные 
предложению À и его следствию, для линейных отображений "Ф; 
формулировку их предоставляем читателю. 


2. Некоторые типы пространств, обладалощих 
свойством (GDF) 


Мы уже знаем, что всякое пространство Фреше обладает свой- 
ством (GDF) (Топ. вект. простр., ra. I, $3, следствие 5 теоремы 1). 


ПредложениЕ 2. Пусть Е— векторное пространство, (Fa)acA— 
семейство локально выпуклых пространств, обладающих свой- 
ством (GDF), и h. для каждогоа ΕΑ есть линейное отображение F, 
в Е. Если наделить Е сильнейшей локально выпуклой топологией, 
при которой все ha непрерывны, то оно будет обладать свой= 
ством (GDF). 

Пусть и — такое линейное отображение пространства E в бана- 
хово пространство В, что всякий предел BE κ В любой сходящей- 
ся последовательности точек его графика Г снова принадлежит Г. 
Достаточно показать, что uoh. при всех а € A непрерывно на 
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Ρα (Топ. Bert. простр., гл. II, $2, следствие предложения 1). 
Итак, пусть (Ζῃ) — последовательность элементов из F,, имеющая 
предел а и такая, что последовательность (uUlh,(X,))) имеет предел 
b E B. Так как hy непрерывно, то h.(a) служит пределом после- 
довательности (h,(z,)) в Е; следовательно, в силу предположе- 
ния, ὦ = u(h,(a)), а так как Fy обладает свойством (GDF), то 
uch, непрерывно. _ 


Следствие. Всякое факторпространство локально выпуклого 
пространства, обладающего свойством (GDF), обладает свойством 
(GDF). 


Предложение 3. Сильное сопряженное к рефлексивному npo- 
странству Фреше обладает, свойством (GDF). 
_ Это вытекает из предложения 2 и следующей леммы. 


Лемма 1. Пусть Е — пространство Фреше, Е’ —'ezo сильное 
сопряженное‘и Е” — второе сопряженное. Если всякое подмноже- 
ство из Е”, ограниченное в топологии o(F", Е’), содержится в замы- 
кании (для o(F", F’)) некоторого ограниченного подмножества 
из F, то Е’ есть индуктивный предел последовательности 6anaxo- 
вых пространств. 

В самом деле, пусть (V,) — убывающая фундаментальная: 
последовательность замкнутых уравновешенных выпуклых окрест- 
ностей нуля в À. Пусть G, для любого целого n — подпространство 
пространства F’, порожденное полярой У» окрестности V,. 
V, является в а, поглощающим выпуклым множеством, и, значит, 
его калибровочная функция р„ есть норма на С„; кроме того, 
У» — полное подмножество сильного сопряженного F’ (Ton. вект. 
простр., гл. III, $ 3, теорема 4); следовательно, G,, наделенное 
нормой p,, есть банахово пространство (Топ. вект. простр., гл. Г, 
$ 1, следствие предложения 8). Мы покажем, что сильная тополо- 
rua в Ε΄ есть индуктивный предел топологий этих банаховых 
пространств G, или, еще, что для того, чтобы сильно замкнутое урав- 
новешенное выпуклое множество U в Ε΄ было сильной окрест- 
ностью нуля, необходимо и достаточно, чтобы оно поглощало 
каждое из множеств У». Необходимость этого условия очевидна; 
достаточность будет установлена, если будет доказано, что U 
содержит некоторую бочку из Ε΄. Действительно, тогда его поляра 
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U° 8 Е" будет ограничена в топологии o(F”, Ε΄) и, значит, по усло- 
вию, будет содержаться в замыкании (в топологии o(F”, F’)) 
некоторого ограниченного подмножества В пространства Ё, откуда 
будет следовать, что U (которое замкнуто в топологии o(7”, Е")) 
содержит сильную окрестность нуля B° (Топ. вект. ΠΡΟΟΤΡ., 
гл. IV, $ 1, предложение 3). 

Согласно предположению, для каждого целого n существует 


такое число A, >0, что = U; пусть A, — выпуклая 060- 


ο q 4 
лочка объединения всех множеств À; Vi с < п. Имеем À, <=> U 


для всех п; обозначим через W объединение множеств A,; это — 
поглощающее уравновешенное выпуклое множество, содержащееся 


1 
В > G, и нам достаточно показать, что его сильное замыкание 


Е, Gonos) содержится в U. 

Итак, пусть x’ — точка пространства F’, не принадлежащая 
U. Так как каждое из множеств У» компактно в топологии 0o(F', F), 
то это верно и для A, (Топ. вект. простр., гл. II, $ 4, предложе- 
ние 1), и поскольку 2’ {24}, то существует элемент X,, принад- 
лежащий поляре множества A, в F и такой, что (X, u) = 
(Топ. вект. простр., гл. II, $ 3, предложение 4). Последователь- 
ность (z,) ограничена в F: действительно, всякое у’ € Р’принад- 
лежит некоторому ТУ», и, следовательно, | (y’, tn) | < Ак для 
всех п >k, откуда и вытекает наше утверждение (Топ. вект. 
простр., гл. IV, $ 2, теорема ὃ). Обозначим через С уравновешен- 
ное выпуклое ограниченное множество в À, содержащее все Ζῃ; 
тогда (С° будет окрестностью нуля в F’, и, значит, поляра С° 
множества C° 6 Е” будет компактным множеством в топологии 
σ(ξ”, F’) (Топ вект. простр., гл. ГУ, ὃ 2, предложение 2). Это 
показывает, что последовательность (z,) обладает предельной 
точкой x” в F” в топологии o(F”, Ε΄); ясно, что (α΄, x”) = 2, 
а с другой стороны, 2" принадлежит поляре множества A, в №” 
при любом п и, значит, поляре И” множества W в РЁ”. Отсюда 
заключаем, что x’ ¢ W” и, стало быть, х’не есть точка прикосно- 
вения множества W в топологии 0(Ё’, Ε΄) (Топ. вект. простр., 
гл. IV, § 4, предложение 3) и, тем более, в сильной топологии, 
чем и завершается доказательство. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
К ГЛАВЕ VI 


(Римские цифры относятся к библиографии, помещенной 
в конце этого очерка) 


С развитием в XIX веке «векторного исчисления» возникла потреб- 
ность интегрировать векторные функции, но, поскольку речь шла 
только о функциях CO значениями в конечномерных пространствах, 
эта операция не составляла никакой проблемы. Лишь со спектральной 
теорией Гильберта появляются операции, естественно приводящие 
к более общему понятию интеграла: в самом деле, эта теория сопостав- 
ляет всякой непрерывной эрмитовой форме Ф(х, у) на гильбертовом 
пространстве H семейство (Е(^)) св ортогональных проекторов, 


обладающее тем свойством, что для любой пары (х, у) векторов из Н 
функция А->(Е(^Л)х |у) имеет ограниченное изменение и 


O (2, y)= | nd (Е 2) α | y)); 


если сопоставить © эрмитов оператор A, для которого (x, у) = 
— (Ах | и), то напрашивается запись предыдущей формулы в виде 


А = | À dE(A). И все же определением интеграла от вектор-функций 


(или интеграла относительно векторной меры), так, чтобы сделать 
законными формулы типа предыдущей, начали вплотную заниматься 
только примерно с 1935 года после введения Бохнером («сильного») 
интегрирования функции со значениями в банаховом пространстве. 
Это распространение было в основном осуществлено Гельфандом (III), 
Данфордом и Петтисом ((ТУ) и (У)); их результаты сформулированы для 
банаховых пространств, однако они без труда распространяются на 
более общие локально выпуклые пространства. 

Идея разбиения объема на «срезы» и сведения интеграла по этому 
объему к интегралу по каждому срезу с последующим простым инте- 
грированием всегда использовалась в анализе, начиная с зарождения 
исчисления бесконечно малых («Исчисление неделимых» Кавальери 
является первым наброском этого принципа, истоки которого можно 
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было бы найти уже у Архимеда (cm. Исторический очерк к книге IV. 
гл. I — III)). Но в классических применениях «срезы» имели всегда 
весьма специальную и простую природу (чаще всего это — открытые 
подмножества аналитических поверхностей, аналитически зависящих 
от параметра); впрочем, при отсутствии общей теории интегрирования 
иначе и не могло быть. Общая проблема дезинтегрирования меры 
была поставлена и решена фон Нейманом в 1932 году в связи C эргоди- 
ческой теорией (I); почти в то же время (и независимо) Колмогоров, 
закладывая аксиоматические основы теории вероятностей, пришел 
к общему определению понятия «условной вероятности» и доказал ее 
существование, что, по существу, эквивалентно проблеме дезинтегри- 
рования меры (Il). 
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ГЛАВА VII 
МЕРА XAAPA 


В этой и следующей главах, когда будет говориться о функции 
(соответственно мере), то безразлично, будет ли идти речь 
о функции (соответственно мере) действительной или комплексной; 
если Т — локально компактное пространство, то под K(T) будет 
пониматься KAKA R(T), так и &с(Т); то же самое относится и к 060- 


------------------ 


значениям ο; (Τ), G(T), [5(Τ, vw), A(T) и πι. δ. 

Естественно, подразумевается, что если в рассматриваемый 
вопрос входит несколько функций, мер или векторных прост- 
pancme, то полученные результаты справедливы, когда все эти 
функции, меры или векторные пространства действительны 
или же все комплексны. | 


Пространство &(T) будет всегда предполагаться наделенным 
топологией равномерной сходимости, пространство G(T)—mono.o- 
гией компактной сходимости, а пространство ο΄ (T)—monoroeu- _ 
ей — индуктивным пределом, определение которой напоминалось 
в начале VI главы. | 

Через &,(T) будет обозначаться множество всех положитель-. 
ных функций из “H(T). Для А € Т через фл будет всегда обозна- 
yamoca характеристическая функция ‘множества A. 

Для ЕТ через ει будет обозначаться положительная мера с 
массой +1, сосредоточенной в точке t. 

Bce локально выпуклые пространства будут предполагаться 
отделимыми.. 

Через e, если не будет оговорено противное, будут обозна- 
чаться нейтральные элементы всех рассматриваемых групп. 
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_$ 1. Поетроение меры Хаара 
1. Определения и обозначения 


Пусть а — топологическая группа, действующая непрерывно 
слева (Общ. топ., гл. ПТ, 3-е изд., $ 2, n° 4) в локально компакт- 
ном пространстве X; пусть, далее, 52 для $3 СС их ЕХ означает 
результат преобразования элемента x при помощи $. Обозначим 
через Yx(s) или y(s) гомеоморфизм пространства X Ha X, опреде- 
ленный формулой | 

| PT ea St. (4) 

Имеем 

y(st) = γ(ϑ)γ({). (2) 


Если f есть функция, ‘определенная. на X, To y(s)f будет 
определяться перенесением структуры, то есть формулой 


(v(s)/)(v(s)z) = f(z), или иначе, 

| MO) = Asa). (3) 
Если u есть мера, определенная на X, то и y(s)u будет опреде- 
ляться перенесением структуры, что приводит к формуле 

0, v(s)u) = MEY №) для f 6 (X), (4) 


или, иначе, 


J 0) dé @w (= J fee) dy (2). (5) 
x 


Если A есть (y(s)u)-uHTerpmpyemoe множество, To s“*A пи-интегри- 
руемо и 


(y(s)p)(A) = μ(5-:Α). (6) 


Мера y(s)u может быть также определена как образ меры и при 
отображении y(s). 

Иногда бывает удобно вместо записи d(y(s)u)(x) использовать 
запись du(s!x); тогда формула (5) принимает вид 


| f (a) du (42) = | f (59) du (2); 
X 


правая часть получается из левой «заменой 2 на $4». 
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ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть u — мера на X. Говорят, что u 

a) инвариантна относительно С, если Ύ(5)μ = в для каждого 
s€G; | WES eee 

b) относительно инвариантна относительно С, если γ(5)μ. про- 
порциональна μ. для каждого $ EG; | 

с) квазиинвариантна относительно G, если γ(5)μ. эквивалентна 
u для каждого $ EG; 


Замечания. 1) Предположим, что и инвариантна. Тогда 
|ul, Ru, Зи инвариантны. Если u действительна, то p+ m u” 
инвариантны. | 

2) Предположим, что U — относительно инвариантная и HeHy- 
левая. Для каждого 5 ЕС существует, и притом единственное, 
такое комплексное число Y(s), что 


γί5)μ = х($) "в, . (7) 


и функция y на С является представлением G в C*, называемым 
мультипликатором меры и. Тогда формула (5) дает равенство 


| £2) du (= 2972 [дар (), (8) 
x X 


a формула (6) — равенство 
μίοα) = χ(θ)μ(ά). 9) 


С учетом принятых выше соглашений формула (7) может быть 
записана также в виде | 
du(sr) = x(s)du(z). (10) 

3) Поскольку |y(s)u| = y(s)(|p |), то утверждение, что и квази- 
инвариантна, сводится к утверждению, что | U | квазиинвариантна. 

Если u квазиинвариантна и д’ — мера Ha X, эквивалентная U, 
то γ(ϑ)μ’ эквивалентна γί(ϑ)μ, значит и μ, а потому и μ΄, так что 
μ΄ квазиинвариантна. Следовательно, утверждение, что p квази- 
инвариантна относительно G, означает, что класс меры U инва- 
риантен относительно @. . 

Для того чтобы u была квазиинвариантна, необходимо и доста- 
точно, чтобы множество локально и-пренебрежимых подмножеств 
из Х было инвариантно относительно G (гл. У, $ 5, теорема 2) или 
еще чтобы для любого и-пренебрежимого компактного множества 
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К из X и любого s€G множество sK было μ-προποδρολκαιιο (там 
же, замечание). 

Если и квазиинвариантна, то носитель меры μ инвариантен 
относительно (. В pre если G транзитивна в X, TO этот 
носитель либо пуст (если u = то либо равен Х oe u = 0). 


Jlemma 1. Пусть X, У, Z — топологические пространства, 
причем У локально компактно. Пусть, далее, (x, у) > 21 есть 
непрерывное отображение X x У e Z, определяющее посредством 
соотношения U(Y) = LY отображение zu, пространства X 
в 9 (У; 2). Пусть, наконец, Г есть непрерывная функция на Z 
со значениями в В wu в некотором банаховом пространстве, 
5 — носитель фуниции f и и— мера на У. Предположим, что для 
любого х0 ЕХ в X существует такая его окрестность V, что 
8 их (5) относительно компактно в У: Тогда: 
хЕУ 


а) для любого EX функция f οἷς непрерывна на У и имеет 
компактный носитель; 


b) отображение х => | S(zy)du(y), которое определено в силуа), 


непрерывно на X. 
Утверждение а) очевидно. Докажем b). Tak Kak непрерывность 
есть свойство локальное, то все сводится к случаю, когда ΝῊ их (5) 


| xEX 
содержится в некотором компактном множестве УХ Er у: А HOCKOJIb- 


ку функция (α, y)-> f(xy) непрерывна на X X У, fou, равномерно 
стремится к fou,, на У’, когда 2 стремится к хо (Общ. топ., гл.Х, 
2-е изд., ἢ 3, теорема 3), и, значит, U(f o Ux) стремится к u(fou,,), 
что и доказывает лемму. 

Вернемся теперь к прежним обозначениям. 


Предложение 1. П ‘редположим, что G локально компактна. 
Если и — относительно инвариантная ненулевая мера на X, 
mo ее мультипликатор χ есть непрерывная функция на G. 

В самом деле, пусть f €&(X), 5 + носитель f, so — точка 
из G и У — некоторая ее компактная окрестность Β G; тогда 


|] % (59-1 (5) =725 . 


se У 
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компактно в X; согласно лемме 1 и формуле (8), xls)" (u, f) 


непрерывно зависит от 5; выбрав f так, чтобы (u, f) 56 0, видим, 
что χ непрерывна. 


Пусть теперь G — топологическая группа, действующая непре- 
рывно справа в локально компактном пространстве Х; пусть, 
далее, 15 для $ ЕС и тЕХ означает результат преобразования 
элемента 2 при помощи $. Обозначим через Öx(s) или Ö(s) гомео- 
морфизм пространства X, определенный формулой 

OT Ts À (1°) 

Имеем 


ö(st) = δ(ο)δ(1). | (2) 


Действие гомеоморфизма Ô(s) на функции и меры Ha X опре- 
деляется перенесением структуры: 


(5 (8) ἢ (a) =F (as), (3) 

(Ff, 8(s) μ) = (δ (6) f, μὲ, (4) 
[!ω)ἀ(δ()μ)(α)-- 1 Γωσ)άμα. (5 
x x . 

(δ (s) u) (A) =p (As). (6°) 


Условимся вместо 4 (ὃ ($) и) (x) писать du(xs); тогда (9) прини- 
`мает вид | 


[ £2) du (ws) = | Fa”) du (2). 
x X 


Аналогичным образом определяются инвариантные, OTHOCH- 
тельно инвариантные и квазиинвариантные относительно G меры 
на X. Если п относительно инвариантна, то ее мультипликатор X 
определяется формулами 


δ()μ--χώ)μ, ᾶ (7°) 
| f (xs) ар (2) =x (97 | 7 @) du (ο), (8) 
X X 

и (As) =x (5) в (4), 97. 

du(xs) = y(s)du(x). i (10°) 


Если рассматривать группу С°, противоположную G, как дей- 
ствующую в X по закону (5, $) => 25, то и будет относительно 
инвариантна относительно G с тем же мультипликатором у. 
8 H. Бурбаки | 
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Наконец, пусть (1 — локально компактная группа. Она дейст- 
вует в себе как группа левых или правых переносов по формулам 
y(s)x = sx, соотв. Öls)e = 25. Имеем 


y(s)5(t) = Ölt)y(e). (11) 


Все вышесказанное применимо, и, стало быть, на G существуют 
понятия илевоинвариантных, правоинвариантных, относительно 
левоинвариантных, относительно правоинзвариантных, левоквазиин- 
вариантных и правоквазиинвариантных мер (ср., однако, n°n° 8 md). 

Отображение x 17! есть гомеоморфизм группы G на G. Опре- 


делим для любой функции f на С функцию f на С равенством 


| fat). (12) 
Для любой меры u на С определим меру ц равенством 
μ(θ)--μ() для fe (С), _ (43) 
или, иначе, я, | 
| 72) (= | Fe) au @). (14) 
G Gus. 
Если А есть и-интегрируемое множество, TO A! ц-интегрируемо и 
ь (4) =в (47). ; "'. (15) 


Условимся вместо du (x) писать du (17), и тогда (14) примет вид 


Г) арг = | Га) au @). 
а | | 


а 


2. Теорема существования и единственности 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть G — локально компактная группа. 
Левой (соотв. правой) мерой Хаара на @ называется лево- (соотв. 
право-)инвариантная положительная ненулевая мера на G. 


ТЕОРЕМА 1. На всякой локально компактной группе сущест- 
eyem, и притом единственная с точностью 00 постоянного мно- 


жителя, левая (соотв. правая) мера Хаара. 
A) Существование. Положим ὅξ (G)= 4, 6. (а) =, 
Для каждого компактного множества С из @ обозначим через HF (С) 
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множество всех функций }С&* с носителем в С. Для fee 
и g€@* найдутся такие числа Ci Op Ur тавие элементы 


Sis nd Sg в: Gy NTO CPS ey с; (si) g: действительно, в G суще- 
| is 
ствует такое непустое открытое множество U, что inf g(s)>0, 
seU 


и носитель функции f может быть покрыт конечным числом 
левых переносов множества U. Пусть (f:g) есть нижняя грань 


чисел >) с; для всех систем (с1,..., Сп, Sy ..., Sn) чисел 20 
iA 
и элементов из G, удовлетворяющих условию f <>) cıy (s;) g. Тогда: 
i=1 


(1) (vp(s)f:g)=(f:8) для ] 6%, ВЕ, $60; 

(II) (Af: g)=A(f:g) для FER, ВЕ, λ:20; 

(ПО (f+f):g)<(f:e)+(f':g) для 16%, ГЕ, sent; 
(ТУ) (7:8) > (sup 7)/(зар 8) для 16%, ВЕ У; 

(У) (f:h)< 4 g)(g:h) для fe, ВЕ, he oe; 


(VD Орле: дя |. fo gm θεῖ, 


(УП) пусть f, f и h принадлежат &,, причем ἦν ($) > 1 на носи- 
теле функции {+}, и пусть > 0; существует такая ком- 
пактная окрестность V элемента e, что для любого gC &#* (У) 
выполняется неравенство | 

В: < (РЭ :8. 
Свойства I, II и Ш очевидны. Далее, пусть ER, ge’; 


если [«Σ ciy (si) &, где c;>0, το 
supf< >) cig (Ps) 
для некоторого SCG, и, значит, supf< (У οἱ) sup g, откуда сле- 
дует (IV). Докажем (У); пусть feo, gear, RES; если 
1< Deweg πες Ὁ алЬ (u>0,4,>0, Сб, 4G), πο. 
< Deady (s;t;)h, и, ou быть, (f:h) < 2 Cid; — (Σα) (2 d,); 


следовательно, ({: ala (f:g)(g:h). Применяя (У) e одной 
8% 
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стороны к fo, f, g, а с другой стороны к f, fo, g, получаем 
(VI). И, наконец, пусть , f', hei, причем h(s)>1 
Ha носителе функции f+f’, и пусть 6550. Положим F= 
=f+tf’ ей; функции ф иф’, совпадающие соответственно 


с f/F u f'/F на носителе функции f + f’ и обращающиеся вне его 
в нуль, принадлежат &,; для любого > 0 существует такая 
компактная окрестность У элемента e, что |ф(5)—Фф(')|<\ 
и |g’ (s)—q’ (t)|<, когда $5ЧЕТ. Пусть gEe&*(V); для любого 
s€G имеем φ:γ (5) < (ф ($) + )-y(s) δ: в самом деле, для точек, 
в которых 9 (5) # обращается в нуль, и, значит, вне SV, это оче- 
видно, а на SV имеем φ«ς φ (8) | η; точно так же 


ф’.\ (8) #< (φ’ (5) +n):7 (5) Е. 


`Пусть теперь cy, ..., с, -— числа > 0 из, ..., 51 — элементы из G, 
14 


для которых F< >) с; ($; 8; тогда 
#=1 
n 


f=oF < ХФ (si) < < ac (p (si) + n): (si) 8, 


1= 
Ke 


и TO же самое имеет место для я ; следовательно, 

(Е: +: 8) < «Σε (p (si) НФ’ (δὲ) + 2η) < < +21] > ci 
поскольку @—+p'< 1. Chicana применяя определение функции F, 
а затем (II), (ПТ) и (У), заключаем, что 
([: 8) -Е(Г’:8) < (1-2) (Е:8) < 

< (1-29) КИР): 8) ++ 80:8) < 


<((f+f'):8) +5 (eg) + 2n((f+f) :h) ®: + en(h:g), 


и, выбрав η так, чтобы n[2((f + |’) :hk)+e] < ae получим (УП). 

Когда У пробегает множество всех компактных окрестностей 
элемента €, множества 6+ (V) образуют базис фильтра ® в Kr. 
Пусть % ультрафильтр в ce, мажорирующий ®. С другой cro- 
роны, зафиксируем Е &”* и для любых JEeX u 866+ положим 


0-6 


(0:8) ° 
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В силу (УП, на компактном пространстве [1/(fo : f), (f : fo)] суще- 
ствует lim 0) = I). В may (IM), IY +) < 10) +10). 


B силу (УП), 1) + ЦР) < IG + 7’) + el(h) при любом & > 0, 
если h > 1 на носителе функции f + Г; следовательно, 1(f + f) = | 
= I(f) + If). В силу предложения 2 $ 2 главы II, Г mponom- — 
жается до линейной формы Ha CH; эта линейная форма есть ненуле- 
вая положительная мера на С, левоинвариантная в силу (I); 
это и есть искомая левая мера Хаара. Переходя к противополож- 
ной группе, получим отсюда существование правой меры Хаара. 

В) Единственность. Пусть u — левая, а v — правая меры 
Хаара. Тогда v есть левая мера Хаара. Покажем, что u и v про- 
порциональны. Тем самым и будет TORBETEG, что две левые меры 
Хаара пропорциональны. 

Пусть | Е οὔ такова, что u(f) ~ 0. Согласно лемме 1 функция 
D;, определенная на С формулой 


р. =в (7 | ED dE, 8 
непрерывна на С. Пусть 26%. Функция (5, t)-> | (5) # (ts) есть 


непрерывная функция на G XG с компактным носителем. В силу _ 
теоремы 2 $ 5 главы Ш 


μ(θν(ἑ)--(| Fa) (| ¢@av@)= | 

= \ du ϱ) | Fs) 8 (9) av) | ἀν(0 | F (6) 8 (ts) du (9 = 
| ὀν( | Fs) 949 = 

= [#6 [169 dv 0 | du 9 =n (eut D), (17) 


откуда | 
v(g)=u(D;:8). (18) ᾿ 


Это доказывает, прежде всего, что О; не зависит OT f, так как 
если f EX такова, что pw(f’)~0, το D;:u = Dy-p, так что 
D; = Dy локально почти всюду относительно U, а значит, 
и всюду, поскольку О; и D; непрерывны, а носителем меры п 
служит G. Итак, положим, D; = D. Формула (16) дает 


wD (=>. (49) 
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Формула (19) распространяется по линейности и на функции 
[Е 6, для которых u(f) = 0. Так как v0, то D(e) #0. Тем 
самым пропорциональность и и V доказана. 


Следствие. Всякая лево- (соотв. право-) инвариантная мера 
на G пропорциональна левой (соотв. правой) мере Xaapa. 


Примеры. 1) Мера Лебега dx на аддитивной группе В 
есть мера Хаара (гл. III, $2, n° 2, пример). | 

2) Для каждой функции f Е Æ(R*) имеем (Функции действ. 
uepem., гл. II, $1, формула (13)) 


+-00 00 ap t 

| 1 а. | I are | IG) ay 
x tx № т 

0 0 | 9 


при любом #>> 0; следовательно, мера x !dx есть мера Хаара 
на мультипликативной группе В*. | 
3) Возьмем в качестве G top T = R/Z. Пусть ф —канониче- 
ское отображение В на Т. Для любого f EF (T) функция fop— 
непрерывная периодическая с периодом 1 на В, а интеграл 
а--1 


= | еб) а 


не зависит от выбора аСВ; непосредственно видно, что OH инва- 

риантен относительно переноса; значит, он определяет на Т меру 

Xaapa. Перенесением структуры выводим отсюда, что I (f) = 
a+1 

a \ f (e2"**) dt есть мера Xaapa Ha мультипликативной группе U 


- € 
комплексных чисел с абсолютным значением 1 (Общ. топ. , гл. VIII, 


$2; n--1): 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть С — локально компактная группа, 
a u — левая или правая мера Хаара на G. Для того чтобы G 
была дискретна, необходимо и достаточно, чтобы μ({ε}) > 0. 
Для того чтобы G была компактна, необходимо и достаточно, 
чтобы w*(G) < +00. 

Необходимость условий очевидна. Покажем их достаточность. 
Пусть У — компактная окрестность элемента е. Если p({e}) >0, 
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то V — конечное множество, поскольку U(V) < + 00; поэтому 
С, будучи отделимой, дискретна. Предположим, что и*(@) + oo, 
а и, скажем, левоинвариантна. Рассмотрим множество & всех 
таких конечных подмножеств {6ι, с: Sip Me Gy ЧО Sy Ξε 
= % при ij; имеем 
nu(V) = ps VU... 15) < в*(б), 

и, стало быть, R<U*(G)/u(V). Следовательно, можно выбрать 
в 6 максимальный элемент {51, .. ., Sn}. Тогда для любого $ ЕС 
найдется такое i, что SV NV ~ ©, το есть такое, что s€s;VVt. 
Таким образом, G является объединением компактных множеств 
$: ГИ-" и, значит, компактно. 


3. Модуль 


Пусть u — левая мера Хаара на С. При любом $ ЕС мера 
Ô(s)u снова левоинвариантна (n° 1, формула (11)), и, значит (тео- 
рема 1), существует единственное число AG(s) >0, такое, что 
6(s)u = Ag(s)u. Согласно теореме 1, число AG(s) не зависит 
от выбора меры и. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Функция Ас на С называется модулем груп- 
пы G. Если Ag=1, то группа G называется унимодулярной. 


Можно также сказать, что U (есть относительно правоинвари- 
антная мера с мультипликатором Ас. Следовательно, Ас есть 
непрерывное представление группы С в В* (предложение 1). 


Замечание. Если ф есть изоморфизм группы С на локально 
компактную группу С’, то Agog~=Ag. В частности: 

1) Так как ze zx} есть изоморфизм группы. @ на противо- 
_положную группу G°, то Ас» = AG. 
2) Если ф— автоморфизм группы G, то Асэф= Ас. 


Пусть s€G. Тгода: | 
ὃ (5) (Ag -u) = (6 (ὁ) Aa") - (6 (5) μ) = (Δα (5) Аа) (Ac (5) μ) = Ac':u, 
и, стало быть, Аа’-и= и’ есть правая мера Хаара. Отсюда выте- 
кает, что γ᾽ (5) μ΄ = (7 (5) Аб) - w= Ag ($) (AG μ) = Δα (5) μ΄, и, значит, 
для всякой правой меры Хаара у имеем т (5) у=Ас ($) у. А так 
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как μι есть правая мера Xaapa, то μι — aAG -U с некоторой постоян- 

ной а >> 0; отсюда 
p= a (AG-p)” =aAg-p=arp, 

так что а=1 и, окончательно, u=AG'.u. Точно так же доказы- 

вается, что v=Ag-v. Итак, получаем следующие результаты: 


Сводка. Пусть @— локально компактная группа, A—ee 
модуль, LU — левая мера Хаара и v— правая мера Xaapa. 
1) Имеем 


y(s)w=p, 9 ($) и=А (5) в, в=А р. (20) 


Если f и-интегрируема на G, то левые и правые переносы функ- 
ции f ц-интегрируемы и 


| f (sx) du (ο) = J 5 (0 du (a), 
À f(s) du (x) = A (92 | f(x) du (a). 


Кроме toro, f интегрируема относительно Al-u и 
геле ἀμ (α) = | 1@) du (ο). (22) 


Если А есть п-интегрируемое подмножество: в G, то 54 и As 
и-интегрируемы и | 


в (54) = (4), в(4)=А@ь (4). (23) 


(21) 


2) Имеем. 
ö()v=v, y(s)v=A(s)v, v=A-v. (24) 


Если f v-uarerpupyema на G, то левый и правый переносы функ- 
ции f \-интегрируемы и 


[red av (2) =f f@ av (a, 
À f (62) ἂν (x) = A (5) | f(x) ἂν (9). 
Кроме того, 7 интегрируема относительно A-v и 


еле ®= CLICS (26) 


Если А есть у-интегрируемое подмножество в G, то 54 и As 
у-интегрируемы и 
v(As)=v(A), ν(5Α)-- Δ ($19 (А). (27) 


(25) 
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3) Мера у пропорциональна Alu, a мера u пропорциональна 
A. 

4) Предположим, что G `унимодулярна, и пусть и — мера Хаара 
на G. Тогда 


y (s) p= 6 ($) в=и=и. (28) 
Если f и-интегрируема на G, то левый и правый переносы 
функции f, равно как uf, иц-интегрируемы и 


ms \ f (x) du (x) = \ f (x) du (x). (257 | 


Если А есть μ-ΠΗΤΘΓΡΠΡΥΘΜΟΘ подмножество в С, TO sA, As 
и A’! и-интегрируемы и 


(54) =p (As) =p (47) =p (4). (30) 


Аналогичные свойства имеют место для существенного интеграла. 


ПредложениЕ 3. Если в С существует компактная окрест- 
ность У элемента e, инвариантная относительно внутренних 
автоморфизмов, то G унимодулярна. 

В самом деле, пусть u — левая мера ER на G. Для ors 
s ЕС имеем p(V) = u(s"'Vs) = AG(s)u(V), откуда 

Ag(s) = 1; 


поскольку 0 < u(V) < о. 
Из этого непосредственно вытекает 


Следствие. ἴοι, G дискретна, или компактна, или коммута- 
muena, то G унимодулярна. 


Впрочем, когда G коммутативна, это тривиально. Отметим 
также, что если G дискретна, то мера на С, для которой каждая 
точка имеет массу 1, очевидно, является левой и правой мерой 
Хаара на С, называемой нормированной мерой Хаара на G. Если 
С компактна, то существует, и притом единственная, мера Хаара 
u на G такая, что u(G) = 1; ее называют нормированной мерой 
Хаара на С. Но когда G одновременно дискретна и компактна, 
то есть конечна, эти два соглашения не совпадают; в этом случае 
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всегда надо особо уточнять, что следует понимать под нормирован- 
ной мерой Хаара. | 
Подгруппа и факторгруппа унимодулярной группы не всегда 
унимодулярны ($2, упражнение 5). Ср., однако, $ 2, предложе- 
ние 10. | 
°Позже мы покажем, что нильпотентные или ΠΟΠΥΠΡΟΟΤΗΘ связ- 
ные группы Ли унимодулярны.. | 


4. Modyrr автоморфизма 


Пусть G — локально компактная группа, ф — автоморфизм 
группы G u u — левая мера Xaapa Ha G. Ясно, что φ-(μ) cHoBa . 
будет левой мерой Хаара на G. Следовательно, существует (Teope- 
ма 1), и притом только одно, такое число a >> 0, что ФК (и) = au. 
Согласно теореме 1, это число не зависит от выбора меры μ. 
Заметим, что, отправляясь от правой меры Xaapa, например, 
Aq: (n° 3), мы пришли бы к тому же скаляру а: ибо из того, 
что pm оставляет Ас инвариантным (n° 3, замечание), следует, 
что @ ‘(Аб -u) = Аа -Ф (и) = αΔζ'-μ. 


_ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Число а > 0, удовлетворяющее равенству 
1 (в) =a, называется модулем автоморфизма ф и обозначается 
modg ф или просто mod. 


Если f есть ц-интегрируемая функция на С, то 


| FG (@) du @) = (mod φ) | 1 (a) due). (31) 
Если А есть и-интегрируемое подмножество из G, то 
№ (Ф{2)) = (mod p}u(4): (32) 


В частности, обозначая для s€G через i, внутренний автомор- 
физм хн>5 115, имеем is -- ὃ ($) у (5), значит, 
| Sate FE 
is (и) = 6 (s) w= Ag (s) в, 
и, следовательно, | 


mod #, = Ag (8). | (33) 


_ Ecru G дискретна или компактна, то перенесением структуры 
сразу убеждаемся в том, что при любом автоморфизме ф группы @ 


6 ПОСТРОЕНИЕ МЕРЫ XAAPA 129 


ee нормированная мера Хаара переходит в себя. Следовательно, 
автоморфизм как дискретной, MAK и компактной группы имеет 
модуль 1. 


ПреЕдложЕНИЕ 4. Пусть С — локально компактная группа, 
Г — топологическая группа и yr> U, — такой гомоморфизм груп- 
пы Г в группу © автоморфизмов группы G, что (y, 1) => и. (2) 
есть непрерывное отображение произведения Г x С в G. Тогда 
отображение y > mod (и.) есть непрерывное представление груп- 
пы Гв В+. 

Очевидно, это отображение есть (алгебраическое) представление 
группы Г в Rt; достаточно доказать его непрерывность. Пусть 
ТЕ #(G) и 5 — носитель }. Пусть, далее, yo ЕГ и U — относитель- 
но компактная окрестность множества Wy, (S). Отображение yr> Uy 
есть непрерывное отображение группы Г в группу (δ, наделенную 
топологией компактной сходимости (Общ. τοπ., гл. X, 2-е ΜΒΠ., 
$ 3, теорема 3); следовательно, для Y, достаточно близких к Yo, 


имеем uy'(S) < U. Тогда лемма 1 показывает, что \ f{u,(x))du(x) 


(где и означает левую меру Хаара Ha G) непрерывно зависит OT Y, 
откуда и следует предложение. 


5. Мера Хаара произведения 


ПредложЕениЕ 5. Лусть (σι)ιει--- семейство локально компакт- 
ных групп. Пусть, далее, μι для каждого vEI— левая (соотв. 
правая) мера Хаара na Οι. Предположим, что существует. такое 
конечное множество J EI, что при любом 1E1—J группа Οι 


компактна и ип ((,) =1. Toe0a мера-произведение & μι есть левая 
ЕТ 


(соотв. правая) мера Хаара на G=||G,. Если z= (2) ЕС, то 
ЕТ 


Ag (x) = Η Ag, (x) à 


Из определений сразу же вытекает, что для любого конечного 


множества J C | произведение ( μι есть левая (соотв. правая) мера 
ЕЛ ; 


Хаара на || Οι. Следовательно, @ μι есть левая (соотв. правая) 
ved | vel 3 . 
мера Хаара на G (гл. III, § 5, предложение 6). С другой 
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стороны, если и, — левые меры Xaapa, TO 


ὃ (1) (@ №) = ® 8 (a) μι = @ (Δα, (αι) μὴ) = (|| Ac, (αι)) ® №, 
ЕТ ЕТ ЕТ ЕТ tel 


откуда Ag (2) = Il Ac, (αι). 
L 


Примеры. 1) Мера Лебега на В” есть мера Хаара аддитив- 
ной группы В”. BR 

2) Отображение (г, и) => ги есть изоморфизм произведения 
R* x U на C* (Общ. τοπ., гл. VIII, $ 1, n° 3). Если посредством 
этого изоморфизма отождествить C* с В* x Um обозначить через 
du меру Xaapa на U, то, согласно примеру 2 n° 2, г-1агди будет 
мерой Хаара на C*. С другой стороны, биекция 0 > е?179 интер- 
вала [0, 1[ на U, согласно примеру ὃ n° 2, преобразует меру Лебега 


40 интервала [0,1[ в меру Хаара на U. Отсюда следует, что при 
ТЕ #(C*) интеграл 


| oo 1 | 
| | f (re?**®) γ-1 dr dO 
at et 
определяет меру Xaapa на С*. 


6. Мера Xaapa проективного предела, 


Пусть С — локально компактная (и, значит, полная) группа. 
Пусть, далее, (Kg)aca — фильтрующееся по убыванию семейство 
компактных нормальных делителей группы G, имеющих пересе- 
чение {e} (так что базис фильтра, который образуют Ко, сходится 
к е). Положим Ga = G/Ka; и пусть фо : @ => Go ифва : Gar @в 
(a > В) — канонические гомоморфизмы. Тогда проективный пре- 
дел проективной системы (Ga, Φρα) отождествим с С, а канониче- 
ское отображение этого проективного предела в С. отождествимо 
с фа (Общ. τοπ., гл. ПТ, 3-е изд., $ 7, предложение 2). Отображе- 
ния Фа И Φρα — собственные (там же, $ 4, следствие 2. предложе- 
ния 1). Эти условия останутся неизменными на протяжении всего 
этого n°. | 


JlEmmA 2. Пусть } Е #s(G), S — компактное подмножество 
из G, содержащее suppf, U — открытая окрестность множества 
SeGue>>0. Тогда существуют такое а Е A и такая функция 
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ЕЕ 5’. (С), равная нулю вне U и постоянная на классах no Κα, 
что |f—gl<e. 

b) Пусть u и μ' — меры на С, удовлетворяющие равенству 
фа(и) = фа(и') для любого a€ A. Тогда в = u. 

Существует такое αι € A, что Και 5 Ка. (@ — U)= © (Общ. 
топ., гл. Il, 3-е изд., $ 4, предложение 4). Следовательно, мы 
можем, увеличив © и уменьшив U, предположить, что S и U 
являются объединениями классов по Και. Рассмотрим непрерывные 
_ числовые функции h на ©, обладающие следующим свойством: 
существует такое Q > Oy, что À постоянна на классах по Κα. Эти 
функции составляют подалгебру алгебры 6'(5) (ибо (5) — фильт- 
рующееся по убыванию семейство), которая содержит постоянные 
и отделяет точки из ὁ: в самом деле, пусть 2; иу — две различные 
точки из δ; так как пересечением множеств Κα служит {e}, то 
найдется такое α > 04, что φα(χ) ~ фо(И), и затем такая непре- 
рывная на Ффо(5) числовая функция и, что и(фа(т)) ~ и(фо(У)). 
Согласно теореме Вейерштрасса — Стоуна, существуют @а-> 04 
и непрерывная на 5 функция À > 0, постоянная на классах 
ξ 
4 
жим Ô(t) = (: — =) uh’ = бой. Тогда функция h’ непрерывна 


по Κα и такая, что |} — В | < - на δ. Для каждого Ё Е В поло- 


t [2 
на 395," OG постоянна Ha классах по Κα и |, — В |< 5 


а значит, |f —h’ | < ε на 9. С другой стороны, h'(x) = 0, если 


на δ, 


x принадлежит границе множества S BG, ибо тогда h(x) < > : 


Продолжив h’ нулем на дополнение множества 5, получим функ- 
цию £, удовлетворяющую ‘поставленным условиям, чем и дока- 
зано а). | 

Пусть теперь u и μ΄ — такие меры Ha С, что φα(μ) = φαίμ’) 
при любом a € A. Пусть, далее, vE& (G) есть функция, постоян- 
ная на классах по Kg для некоторого α Е А, так что можно напи- 
Cath и = Шофа, где WER (Ga); тогда pv) = (p,(u))(w) = 
= (Pa(u'))(w) = μ΄(υ); отсюда заключаем, что, в силу a), и = μ΄. 


ПрРЕдложЕНИЕ 6. Пусть μα, для каждого а Е А, — положитель- 
ная мера на Go. Предположим, что Pgalla) = ив для а > В. 
Гогда существует, и притом единственная, положительная мера μ 
на а такая, что φα(μ) = Un для каждого à E À. 
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`Единственность сразу следует из леммы 2b).. Докажем суще- 
ствование меры u. Пусть У — векторное пространство всех функ- 
ций, принадлежащих &% (G) и постоянных на классах по некоторо- 
му Ко. Согласно лемме 2а), У будет положительно изобильным 
векторным подпространством (гл. ПТ, $2, n° 5) пространства 
Я; (G). Пусть f € V. Существует такое a € A, что f постоянна 
на классах по Κα. Путем факторизации, f определяет функцию 
fo. € # (Θα). Число u (f) = μα(]α) не зависит от выбора a, ибо если 
В — такой индекс, что f постоянна на классах но Κρ, u yE A таково, 
что уг а, у >В, то f определяет такие функции fs Е (G,), 

E# (Gy), что f = {во Фв = fyo Py; тогда fo 0 Pap = fy, значит, 
Ur) = (Φαν(μγ)᾽(/α) = Malfa), и точно так же py(fy) = изв), 
откуда и следует наше утверждение. Теперь ясно, что u 
есть линейная форма на V и что u(f) > 0 для f > 0. Соглаено 
предложению 2 $ 2 главы Ill, u продолжается до положительной 
меры на С, которую мы снова обозначим через u. По самому 
построению меры и имеем φα(μ) = μα для каждого a ΕΑ. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Ц называется проективным пределом мер Ux- 


Предложение 7. В обозначениях предложения 6, если каждое 
μα есть левая (соотв. правая) мера Хаара на Са, то и есть левая 
(соотв. правая) мера Хаара на G. 

Допустим, например, что μα — левые меры Xaapa, и пусть 
«Ες. Для каждого x ЕС имеем 


(pa ο Y(s))(x) = PAST) = Φα(ϑ)φα(α) = = (y(pa(s)) ο φα)(α); 


следовательно, Paly(s)u) = Y(Pa(s))Ua = Иа. Стало быть, в силу 
леммы 2b), y(s)ju = в, так что р есть левая мера Xaapa. 


Отныне Κα будут предполагаться не только компактными, 
но и открытыми в С. Тогда С. дискретны, а группа Ко/Кв, где 
В > а, компактна и дискретна, то есть конечна. трупа G унимо- 

дулярна (предложение 3). 


Предложение 8. а) Пусть u и и’ — такие две положительные 
меры на G, что для любого α и любого Geh С по Κα имеет место 


равенство WC) = w(C). Тогда p = и’. 
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b) Зафиксируем некоторое Go Е А. Пусть по для любого 
α > Go означает число элементов конечной группы Και Κα. 
На С существует, и притом единственная, положительная мера 
u такая, что при любом à € А каждый класс по Κα имеет меру 
na. При этом u есть мера Xaapa на G, для которой w(K) = 1. 
Пусть u и и’ — положительные меры на С, удовлетворяющие 
условию пункта а). Тогда точки дискретной группы Gy имеют одну 
и ту же меру относительно φα(μ) и Poly‘), откуда φα(μ) = φαί(μ')- 
И так как это верно при любом a, то u = μ΄ (лемма 2b)). 
Докажем b). Пусть μα для любого α > Go означает такую 
меру Хаара на дискретной группе G,, что каждая точка имеет 
меру Nu, и пусть а и В таковы, что a > В > ao. Тогда Кв/Ка 
имеет Nu/Ng элементов. Следовательно, Φρα(μα) есть такая мера 
на Gg, что каждая точка имеет в качестве меры na = В 
иначе говоря, 
Фва (Ва) — Hp: . 


Теперь достаточно применить предложения 6 и 7. 


Пример. Пусть Q, есть р-адичное поле, пополнение поля Q 
по р-адической норме |z|p = p~*?™ (Общ. τοπ., гл. ΙΧ, 2-е 
изд., $ 9, п’ 2). Элементы из (), называются р-адическими, числами. 
Обозначим по-прежнему через |x|, непрерывное продолжение 
р-адической нормы на Q,. Имеем 


|2 + ур < sup(|Z|p, |Ylp) 


для x, У из Q (там же), и, значит, для x, у из Q,; кроме того, 
если |У|р < ||, то |2 + Ylp = |2|ῃ, так как 


lo = (2 + y) — ylp<sup (x + ylp, lylp)- 


Если (x,) есть последовательность точек из Q,, стремящаяся 
K 2 € QF, το je — u, <a, и Je — ml < |anlp для веех 
достаточно больших п, и, значит, |х|р --|2η]ρ- Этим доказано, 
что |z|p для любого x € 0* есть степень р. 5 

Пусть Z, есть замыкание Z в Q,; это — подкольцо поля Q;; 
его элементы называются целыми p-aduueckumu числами. Имеем 
|2|ῃ < 1 для каждого 2 € Z,. Обратно, пусть x — такой элемент 
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из Q,, что |z|,< 1; покажем, что x € Zp; существует последо- 
вательность (5„) элементов из ©, стремящаяся к т, и, в силу выше- 
изложенного, ]2ῃ|» < 1 для всех достаточно больших 7; доста- 
точно показать, что X, принадлежит Zp для всех достаточно 
больших п; иными словами, все сводится к случаю, когда 260; 
тогда x = a/b, где 6 взаимно просто с р; для каждого целого 
п > 0 существуют такие b, ЕЙ и h, ЕЙ, что bb, + h,p"—=—1, 

aab’ +ah,p™ ahnp" 


откуда α------.------αζη-- 


—n 


и |z—abh|, < р", так что ab, 
стремится к X. 

Из этого следует, что замкнутый шар с центром 0 и радиусом 
р", совпадающий с открытым шаром с центром 0 и радиусом р "+", 
есть p"Z,. Следовательно, топологическое пространство ©» экстре- 
мально, а тем самым и вполне несвязно (Общ. τοπ., гл. IX, 
2-е изд., ἃ 6, n° 4). 

Покажем, что целые числа 0, 1, ..., р’ — 1 составляют пол- 
ную систему вычетов Г, по модулю p"Z,. Прежде всего, для 
любых двух таких целых А и №’ имеем |k — k’|, > р", так что 
классы этих чисел по модулю p"Z, различны. С другой стороны, 
пусть x € Z,; существует такое А € Z, что |x — kl» << p "; при- 
бавляя к К некоторое кратное р”, можно предполагать, что 
& €[0, р’ — 1], и x сравнимо с k по модулю p"Z,, чем наше утверж- 
дение доказано. Это показывает, что Z,/p"Z, канонически изоморф- 
но Z/p"Z. Кроме того, мы видим, что Z, предкомпактно, a следо- 
вательно, будучи полным, компактно. Так как Zp есть открытая 
подгруппа в Q,, то Q, локально компактно. Топология в Фр имеет 
счетный базис (Общ. τοπ., гл. IX, 2-е изд., $ 2, следствие предло- 
жения 16). Аддитивная группа ©, отождествима с проективным 
пределом дискретных групп Q,/p"Z,. 

На аддитивной группе Q, существует, и притом единственная 
мера Xaapa α такая, что a(Z,) = 1; она называется нормирован- 
ной мерой Хаара на Q,. Так как Zp есть объединение р” непере- 
секающихся классов по ΡΖ» (п — целое > 0), το a(p"Z,) = р"; 
точно так же a(p-"Z,) = р", так что окончательно a(p"Z,) = р" 
при любом п Е Z. Согласно предложению 8b), a есть единственная 
положительная мера на Фр, обладающая mem свойством, что всякий 
класс по p"Zy (п — целое > 0) имеет меру р". 

Очевидно, сужение a на Z, есть мера Xaapa на Zp. 
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7. Локальное определение меры Хаара 


ПрЕдложЕнИиЕ 9. Пусть G — локально компактная группа, 
У — ee открытое подмножество и U — ненулевая положительная 
мера на У, обладающая следующим свойством: если U — открытое 
подмножество из У и $ Е С таково, что SU € V, то образом меры 
ис, индуцированной мерой u на U, при гомеоморфизме хн> sx 
множества U на sU служит ии. Тогда на С существует, u npu- 
том единственная, левая мера Хаара a, индуцирующая μ 
на У. | 

Пусть и. для любого $ € G означает образ меры и при гомео- 
морфизме ze» sc множества У на sV. Сужение us на УП 
есть образ меры Ms1yny при сужении отображения 2 ε-» 52 
на $ У ῃ V; по условию, этот образ есть uynsv. Применяя пере- 
нос, видим, что Us Ир: имеют одно и то же сужение на SV ῃ tV 
при любых su #. Следовательно, в силу предложения 1 $ ὃ гла- 
вы ПГ, существует мера à на @, индуцирующая u, на $7 при 
любом $. Ясно, что @ есть единственная левая мера Xaapa на С, 
индуцирующая u на У. 


Следствие. Лусть С и С’ — локально компактные группы, 
У (соотв. У’) — открытая окрестность нейтрального элемента 
группы С (соотв. α΄) и ф — такой локальный изоморфизм группы 
G e (Общ. τοπ., гл. III, ἢ 1, определение 2), определенный на V', 
что @(V’) = V. Пусть, далее, а’ есть левая мера Хаара на G' 
и ay — ее сужение на Ν΄. Тогда ф (ay-) есть сужение на V однознач- 
но определенной левой меры Хаара a на G. 

Пусть У, — такая открытая окрестность элемента е в G, что 
ViVi < У. Пусть, далее, u есть сужение ф (ау.) на Vi. И пусть 
открытое подмножество U из У, и $ ЕС таковы, что sU < Μι. 
Имеем s Е Т!У!! € V, и, значит, $ = φ(6) © некоторым s’ € у. 
Пусть « € U. Тогда 2 = φ(α') с некоторым x ЕТ, и, стало быть, 
sx --φ(6')φ(α') = φ(6΄α΄), поскольку sx€sU CV. Так как левые 
переносы BG’ сохраняют а’, то мы видим, что ΤΙ и u удовлетворяют 
условиям предложения 9. Пусть α есть левая мера Хаара на G, 
индуцирующая u на V1. Для каждого { Е У существует такая от- 
‘крытая окрестность W элемента ев Vy, что Ис ТУ. Тогда 
сужение (ay) на ZW получается переносом из сужения и на W, 
9 H. Бурбаки | 
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а значит, из сужения о, на tW. Следовательно, (ay) есть суже- 
ние α Ha У. 


Говорят, что a получается из о’ при помощи локального U30- 
морфизма φ. | 


Пример. Мера Хаара на Т, полученная в примере 3 n° 2, 
может быть получена из меры Лебега на R при помощи локального © 
изоморфизма В в Т. 


8. Относительно инвариантные меры` 


| ПрРЕдложЕНИЕ! 10. Пусть G — локально компактная группа 
и и — относительно левоинвариантная мера с мультипликатором 
χ на С. Если yı — непрерывное представление группы G в C*, то 
мера χι". относительно левоинвариантна и имеет мультипли- 
катор χιχ: | 
В самом деле, 


γ(ϑίσι-μ) = x) HO) = Ga(s7 41): (x) TR) = NT Qu). 


Следствие 1.’Пусть u — левая мера Xaapa na G. Для того 
чтобы ненулевая мера v на G была относительно левоинвариант- 
ной, необходимо и достаточно, чтобы она имела вид αχ-μ, где 
a E C* а y есть непрерывное представление группы G в Ὁ; 
тогда ее мультипликатор есть χ. 

Условие достаточно (предложение 10). другой стороны, если 
у есть ненулевая относительно левоинвариантная мера с мульти- 
пликатором χ, то X!-v левоинвариантна (предложение 10) u, сле- 
довательно, имеет вид au, где а € С* (следствие теоремы 1). 


Следствие "2. Всякая относительно левоинвариантная мера 


относительно правоинвариантна. 
В самом деле, в обозначениях следствия 1, 


6(5)(х-и) = (δ(β)χ)-(δίϑ)µ) = (x(s)x)- (Ac(s)u) = 
= (ΧΔο)ϑ)ίχ-μ). . (34) 


# 


Начиная с этого момента, мы будем, на основании следствия 2, 
говорить просто об относительно инвариантных мерах на С. 
Частными случаями относительно ‘инвариантных мер служат 
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левые и правые меры Хаара. У заданной относительно инвариант- 
ной меры v на С следует различать ее левый мультипликатор χ 
и правый мультипликатор χ΄, определяемые равенствами Y(s)v = 
— y(s)"!v, 6($)у = x (s)v. В силу (34), эти мультипликаторы свя- 
заны соотношением 


x = χΔα. (35) 
Обозначая всюду через и левую меру Xaapa, имеем 
v= (xp) = X-B= (HAG) в, 


так что У— относительно инвариантная мера 2 левым мультипли- 
катором ХА и правым мультипликатором Хх" 

Пренебрежимые, локально se измеримые и ло- 
кально интегрируемые функции будут одни и те же по отношению 
к любой относительно инвариантной мере. 


9, Евазиинварианлииные меры 


ПредложеЕНИЕ 11. Пусть G — локально компактная группа. 
и р — левая мера Xaapa на G. Для того чтобы мера v = 0 на G 
была левоквазиинвариантна, необходимо и достаточно, чтобы она 
была эквивалентна и. | 
Достаточность очевидна. Покажем, что левоквазиинвариантная 
мера v = 0 эквивалентна и. Можно ограничиться случаем v > 0. 
Пусть А — компактное подмножество из G. Справедливость 
утверждения будет установлена, если мы докажем, что условия 
μ(Α) = 0 и v(A) = 0 эквивалентны (гл. У, § 5, n° 5, замечание). 
a) Для каждого fE&,(G) функция (т, у) => f(x)pa(xy) на 
GX G (v @ п)-интегрируема, так как она полунепрерывна сверху, 
ограничена и ее носитель содержится в компактном множестве 
К x K-1A, где К = supp f. Следовательно, по теореме Лебега — 
Фубини, 


| av(y) | вл (zy) Fo) du @ = | F@) du (a) | Φα (ey) 4 (9). (86) 


b) Пусть v(A) = 0. По условию, v(zA) = 0 для любого x € G 
и, значит, правая часть формулы (36) равна нулю. Поэтому суще- 
ствует такое у-пренебрежимое множество N;, что для любого 
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y ἃ N; имеем 
0= | pa (ey) 1 (2) du (2) = До (у) | фл (2) Fy) du(@). 87) 


Пусть В — компактное подмножество из G, для которого v(B) =- 
= 0, и пусть в качестве f берется функция из 6". (С), равная 1 
на AB}. Тогда существует y € В, для которого выполнено (37). 
Но поскольку 


pa(z)f(zy™*) = φα(α) 


для всех y € В, то тем самым доказано, что (A) = 0. 

с) Пусть u(A) = 0. Тогда для любой функции f Е 6". (@) левая 
часть формулы (36) равна нулю, а значит, правая тоже равна 
нулю. Следовательно, существует такое локально ц-пренебрежи- 
мое множество M, что 


J a (2y) dv (y) =0 


для всех x & М. Поскольку u =^ 0, заключаем отсюда, что v(xA) = 
= 0 для некоторых x Е G, откуда v(A) = 0. 


Применяя предложение 11 к С’, видим, что правоквазиинва- 
риантные меры тождественны левоквазиинвариантным. Те и дру- 
Tue называются просто ивазиинвариантными мерами на G. 


10. Локально компактные тела Ι 


ОпрЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть К — локально компактное тело. Mody- 
лем. элемента а € К* называется и обозначается то4к(а) или npo- 
` сто mod(a) модуль: автоморфизма x > ах аддитивной группы Kt 
тела К; по условию mod(0) = 0. 


Примеры. 1) Пусть K=R. Если s>0, то $0, 1] = 0, ο]; 
если s< 0, το $[0, 1] =[s, 0]. Следовательно, modp(t) = |t| 
для любого ЕЕ В. 

2) Пусть К = Q,. Если s€ QS таково, что |s|p = р", то 
sZp есть множество тех x € Q,, для которых |2,|<p""; значит, 
обозначая через и нормированную меру Xaapa на Q,, имеем 


u(sZ,) = р". 
Поэтому modg,(t) = |ἑ|» для любого LE Фр. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Функция mod непрерывна на К и mod(ab) = 
= mod(a)mod(b), каковы бы ни были а и bus К. 

Последнее соотношение очевидно. Предложение 4 показывает, 
что функция mod. непрерывна в каждой точке из К*. Остается 
лишь доказать ее непрерывность в 0. Для дискретного К это оче- 
видно; допустим поэтому, что К не дискретно. Пусть а — мера 
Хаара на К+и С — компактное подмножество из А, для которого 
(С) > 0; если а Е K*, то а(аС) = mod(a)a(C). Так как К не ди- 
скретно, то a({0}) = 0 (предложение 2); значит, для каждого 
e > 0 существует такая открытая окрестность нуля U, что a(U) < 
< =. Так как произведение в К непрерывно, то aC < U для всех 
a, достаточно близких к 0, и тогда mod(a) < ε/α(ς). 


ПреЕдложЕНИЕ 13. Пусть Ум для любого М >0 означает мно- 
жество тех хЕК, для которых mod(z)< М. Если К не дискретно, 
то множества Ум образуют фундаментальную систему компакт- 
ных окрестностей нуля в К. 

Согласно предложению 12, множества Ум являются замкну- 
тыми окрестностями нуля. Покажем, что они компактны. Пусть 
U — компактная окрестность нуля. В К существует такое r= 0, 
что mod(r) <A иг’ CU для всех п > 0; в самом деле, пусть 
W — такая окрестность нуля, что WU < U; в силу предложе- 
ния 12, в К существует такое r= 0, что mod(r) Li mrEUNW; 
тогда г? € WU < U и индукцией по п получаем, ‘что r" EU для 
всех n > 0. Покажем, что Ум содержится в объединении конеч- 
ного числа множеств г-1(7 (4 — целое > 0), чем и будет доказа- 
но, что Ум компактны. Если 2 — предельная точка последова- 
тельности (r"), то mod(x) есть предельная точка последователь- 
ности (mod(r)"), и, значит, mod(x) = 0, x = 0; поскольку U 
компактно, заключаем (Общ. топ., гл. I, 3-е изд., $ 9, следствие 
теоремы 7), что lim г" = 0. Возьмем тогда а € Тм. Так как после- 


n—00 


довательность (7”а)„-о стремится к нулю, TO существует наимень- 
шее п > 0 такое, что ra € 0. Если п > 0, то r"-ta Е U и, значит, 
та EUNC(rU); замыкание X множества U(}C(rU) компактно, 
поскольку компактно U, и не содержит 0, поскольку гО есть 
окрестность нуля; следовательно, на X, mod? минорируется 
некоторым числом т >0. Стало быть, если п>0, то 
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т < mod(r"a), откуда mod(r"!)" < M/m. Но так как mod(r-) >1, 
то целое п может принимать лишь не зависящее от а конечное 
число значений, что и завершает доказательство компактности. 

Наконец, так как. пересечение компактных окрестностей нуля 
Ум сводится к {0}, то они образуют фундаментальную систему 
окрестностей нуля (Общ. τοπ., гл. I, 3-изд., ὃ 9, предложе- 
ние 1). 


СЛЕДСТВИЕ. Топология недискретного локального компактного 
тела обладает счетным, базисом. 

° Действительно, К есть объединение компактных множеств 
Vi, Vo, ...С другой стороны, К метризуемо (Общ. τοπ., гл. IX, 
2-е изд., $ 3, предложение 1). Следовательно, топология в К имеет 
счетный базис (там же, $2, следствие предложения 16). 


ПрЕдложЕНИЕ 14. Пусть а — мера Хаара на K+. Тогда В = 
= (шок) "© есть левая мера Хаара на мультипликативной 
группе К*. 

_ Действительно, при БЕ К* отображение ar>b'a тела К 
в К переводит ав (mod,b)a, и, значит, (modx) a в себя, отку- 
да и следует предложение. 


Следствие. Пусть f — функция, определенная на К* и прини- 
мающая значения в В или в некотором банаховом пространстве. 
Для того чтобы f была. В-интегрируема, необходимо u достаточно, 
чтобы была а-интегрируема функция (modx) Г, и тогда 


À ro dB (2) = | (modx (x)) 2 7 (a) da (à). 
K* Kt 


Это вытекает из предложения 14, следствия предложения 13 
и теоремы 1 $ 5 главы У. 


ПрЕдложеЕНнИиЕ 15. Лредположим, что К коммутативно. Пусть 
и — автоморфизм векторного пространства Е = К". Тогда 


mod; и = mod,(det и). 


Достаточно установить справедливость формулы, когда и 
пробегает какую-либо систему образующих группы GL(E). Ho 
GL(E) порождается следующими элементами (Алг., гл. Ш, 3-е 
изд., $ 10, следствие 2 предложения 14): 
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(a) элементами Uy, вида 


(т, ο ὁ ψ 9 ти). == (Хо(1), ...у Lo(n))s - 
где ое Gn; 
(b) элементами U, вида 


(24, ...) En) > (axı, Lo, ..., In) 
< аЕК*; . 
(с) элементами из вида 


Chases om) (+ Yew Lo, ae 


Взяв f€ ZX (EX и обозначив через % меру а. на Κ᾿, полу-. 
чаем 


| TE aire Las ..., an) da (χι) da (15)... ee 


Ke i=2 


э 


ака ER 


КЕ В 1—2 
К 


| 
ie \ da (x)... ἆα (tn) |] У Gente, ва 


| Te ARTE = AAT); 


‚N 
K 


a с другой стороны, modx(detu,) = modx(1) = 1, откуда полу- 
чаем требуемый результат для и.. Аналогичным путем устанавли- 
ваем его для U и Ug. 


Пусть К — локально компактное поле и Ё — векторное про-. 
CTPAHCTBO конечной размерности п над К. Изоморфизм ф вектор- 
ного пространства К” на векторное пространство Ё преобразует 
топологию пространства К” в топологию пространства Ё, которая 
превращает Ё в локально компактное векторное пространство. Эта 
топология (называемая канонической) не зависит от @, поскольку 
всякий автоморфизм векторного пространства К” взаимно Herpe- 
рывен. В дальнейшем, если не будет оговорено противное, говоря 
о Е как о топологическом векторном пространстве, мы всегда 
будем иметь в виду только что определенную топологию. Всякий 
автоморфизм и векторного пространства Ё взаимно непрерывен, 
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так что modgu определен. Если же и — необратимый эндомор- 
физм пространства Ё, то будем считать modzu = 0. Тогда: 


Следствие 1. Пусть К — локально компактное nme и Е — 
конечномерное векторное пространство над К. Для каждого эндо- 
RR и векторного пространства Е имеем 


mod; (u) = mod; (det и). 


Для обратимого и это вытекает из предложения 15. Если же и 
_ необратим, то detu = 0, и, значит, mod, (detu) = 0 = modgu. 


Следствие 2. Пусть Е— п-мерное действительное векторное 
Е (е1, ©, ..., En) —eeo базис, P— множество тех 


= eee, y которых O<E;<1 для каждого 1, и W—eduH- 


ственная мера Хаара на аддитивной группе Е, такая, что 
и (Р) =1. Пусть, далее, χι, ..., Ln — точки из Е и S — замкну- 


тая выпуклая оболочка в Е множества {0, αι, ..., αι). Если 
n 


Lji= 2 Ajjej, MO 
jJ= 


в (5) =n (8) =— | det (ai) |. 


Отождествим E с В” при помощи изоморфизма, переводящего 
(е;) в канонический базис пространства В”. Тогда u совпадает 
с мерой Лебега u, на В”. 

Допустим сначала, что 1; =е; при любом $. Тогда 5 будет 
множеством Sn тех x = (Е) Е Β΄, у которых &; > 0 для всех i 
и В +... + & <1. Положим u,(S,) = ав, и пусть ЛЕВ. 
Отождествляя В” с ΒΤ x В, можно рассмотреть срез C1 множе- 
`ства δη по A. Этот срез будет пустым, если À << 0 или A>1; 
если же O<A< 1, то С, есть множество тех (&, . . ., En-ı) € 

EB. для которых В ОО ЕЕ: = 
<1—A, и, значит, получается из S,-, при помощи гомотетии 
с коэффициентом À — À, так что Un-1(C1) = (1 — №" та, 
По теореме Лебега — Фубини, 


An | (1—A)"1 an di = = An-1- 
0 


Так как а, =1, то заключаем, что din: 
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Вернемся теперь к общему случаю следствия. Пусть и — такой 
эндоморфизм пространства В”, что и (е;) =х; для каждого i. Имеем 
u(S,)=S. Если и обратим, то предложение 15 показывает, что. 


Un (8) = | det w {= | det (ев |. 


о 
Так как ὅ —© содержится в конечном числе гиперплоскостей, 


то u (5) = (5). Наконец, если и необратим, то 5 содержится 
в некоторой гиперплоскости, так что п (5) = 0 = 4е% (;;). — 


11. Вонечномерные алгебры над локально 
компактным телом 


Iyer К — поле и A есть К-алгебра конечного ранга с еди- 
ничным элементом. Пусть, далее, La, Ra для любого а € À озна- 
чают эндоморфизмы X r> ах, х-> та векторного пространства А 
и МА/к (а) ЕК, М№лэ/к (а) € К — нормы элемента а в регулярных 
представлениях алгебры А и противоположной алгебры À‘; 
напомним, что М№д/к (a) = det(La), Naoyx (а) = det (Πα). Следую- 
щие условия равносильны: а обратимо, La обратим в Hom, (A, А), 
В. обратим в Hom, (A, A), Nay (а) 5: 0, Nasır (а) # 0. Обозна- 
чим через А* множество всех обратимых элементов из А. 

Предположим теперь, что К локально компактно, и, следова- 
тельно, алгебра А локально компактна. Тогда Narr и Nayx — 
непрерывные отображения А в К, и, значит, А* открыто в А. 
В силу следствия 1 предложения 15, имеем 


mod, La = ток лик (а), mod, В. = тодк N as (а). (38) 


Предложение 16. Пусть a— мера Хаара аддитивной группы. 
алгебры А. Меры 


(modx N А/к (а)) da (а). (modx V4/K (a)) * da (a) 


на А* являются соответственно левой и правой мерой Xaapa 
мультипликативной 2 pire А*. 

В самом деле, пусть ©’ — сужение меры & на открытое множе- 
ство A*. Для a € A* имеем Гл (@’) = (mod; Na/x (a)) Τα’, и, значит, 


(modx N ax (a))* da’ (a) 
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‚есть левая мера Хаара Ha A* (следствие 1 предложения 10). Пере- 
ходя к противоположной алгебре, видим, что 
(modx N 4/x (a)) 1 da’ (а) 


есть правая мера Xaapa Ha A*. 


ПрЕдложЕНИЕ 17. Предположим, что А есть (локально ком- 
пактное) тело. Для любого a € А имеем mod, (а) = modgNa/x (а). 
Это — видоизменение первой из формул (38). 


Примеры. 1) Возьмем К = В, A = C. а предло- 
жение 4 из Алг., гл. VIII, $ 12, получаем, что modc (2) = |2]? 
для каждого 2Е С. 

2) Возьмем К = В, а в качестве А — тело кватернионов H 
{Общ. топ., гл. VIII, 3-е изд., $ 1, n° 4), Рассмотрим следующие 
элементы из M,(C): 


= о elise x=(, _,) 
1 i 0 ? > na 1 EG 9 = 0 ai ’ 
которые вместе с J, образуют базис М. (С) над С. Легко убедить- 
CA, что. 
ЖЕЛЕ: x —XoX,= X35 
Asia ee X3X4= — X,X3= Xo. 
Следовательно, отображение a--bi+cj+dk re al: +0X,+cX: + 
+ dX 3 продолжается до С-изоморфизма алгебры С @RH на алгебру 
-М. (С). Так как [Н:В]=4, то C есть нейтрализатор тела H 
и приведенная норма элемента g=a+bi+cj+dkCH есть 
Мга (4) = det (α]» + bX, + cX,+dX;)= 
atid —c-ib 
+ re 2 2 2 a 2 
— de > wi αὖ ++ = |9 |". 


Согласно предложению 8 из Алг., гл. VIII, $ 12, имеем 
N ar (4) = (Ντάη/ι (9)? = | 9 |\. 
À теперь предложение 17 показывает, что’ 
mody (4) = 


Более глубокое изучение строения локально компактных тел 
будет проведено в Коммутативной алгебре, гл. УТ, $ 9. 
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Упражнения 


1) Пусть G — компактная группа. Показать, что всякое непрерыв- 
ное представление ф группы С в В* таково, что φ(6) = {1}. Вывести 
отсюда, что относительно инвариантная положительная мера на С 
инвариантна. | 

2) Пусть G — топологическая группа, коммутант которой всюду 
плотен в ней. Показать, что всякое непрерывное представление ф 
группы @ в отделимую коммутативную группу таково, что @(G) = {e}. 
Вывести отсюда, что если @ локально компактна, то всякая относитель- 
но инвариантная комплексная мера на С инвариантна. В частности, 
а унимодулярна. 

3) Пусть С — локально компактная группа, и — левая мера Xaapa 


на (и VAS NE u. Показать, что 
у (s)v=Ag (5)1/2 y, δ (5) У=Ас (5)1/2 у, von. 


4) Пусть С и G’ — локально компактные группы, У (соотв. У’) — 
ETKPEITAA окрестность нейтрального элемента в С (соотв. С’) и ф— 
локальный изоморфизм G’ B С, определенный на У’ и такой, что 
p(V’) = V. Показать, что Ago @ есть сужение Δρ’ на У”. 

5) Пусть для любого а, принадлежащего мультипликативной 
группе Q*, (a) есть автоморфизм аддитивной группы В, определенный 
формулой φ(α)α = ах. Наделим Q* дискретной топологией. Пусть 
С — топологическое полупрямое произведение Q* и КВ, определяемое 
отображением ф (Общ. τοπ., гл. III, 3-е изд. $ 2, n° 10). Показать, 
что С локально изоморфна В, но не унимодулярна. 

6) Пусть @ — локально компактная группа, обладающая. откры- 
той компактной подгруппой Н. Показать, что mod @ € Q* для лю- 
бого автоморфизма ф группы G. [Заметить, что Ф(Н) Г] Н имеет 
конечный индекс в Н и qp(H).] Показать, что равенство Ас ($) — 1 
определяет открытую подгруппу группы С, содержащую LH. 

7) Пусть G — локально компактная группа, В — левая мера 
Хаара на G, А — подмножество из С и В — такое относительно KOM- 
пактное р-интегрируемое подмножество из G, что В(В) > 0. Пока- 
зать, что если компактные подмножества из АВ имеют ограниченные 
меры относительно В, то А относительно компактно. [Взять за образец 
рассуждение предложения 1.] 

8) Пусть G — локально компактная группа, А — всюду плотное 
множество в G, & — левая мера Хаара на G и À — а-измеримое под- 
множество из G, обладающее следующим свойством: для любого 
5 € A множества sH f) (СН) и HN (CsH) локально а-пренебрежимы. 
Показать, что Н локально &-пренебрежимо или имеет локально 
а-пренебрежимое дополнение. [Показать, что фн`% левоинвариантна.] 

9) В обозначениях доказательства теоремы 1, пусть В — един- 
ственная левая мера Хаара на С, для которой (fo) = 1. Показать, 
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что J,(f) стремится к B(f) по Ὁ для любого FE #\(G). [Пусть а есть 
предельная точка для g => 1, (f) по ὍΘ. Существует такой’ультрафильтр 
A, мажорирующий 3, что /,(f) стремится к a по U. С другой сто- 
роны, /g(f) стремится к β(ἢ по %.] 

10) Пусть G — локально компактная группа и u — левая мера 
Хаара на С. Показать, что всякое и-интегрируемое множество А 
содержится в счетном объединении компактных множеств. [Свести 


‚К случаю, когда А открыто, и заметить, что существует открытая 


подгруппа группы G, являющаяся счетным объединением компактных 
подмножеств. | 

*11) Пусть G — недискретная локально компактная группа, счет- 
ная в бесконечности, и В — левая мера Хаара группы G. Показать, 
что всякая компактная окрестность У элемента е содержит нормаль- 
ный делитель Н группы G, В-пренебрежимый и такой, что G/H есть 
польская локально компактная группа. [Возможный способ рассуж- 
дения: пусть L — открытая подгруппа группы G, порожденная множе- 
ством Г; и пусть b,, bo, ...— представители левых классов по Ls 
Образовать убывающую Ра (V,) таких симметричных. 
окрестностей элемента €, что: 1) У» о еси пая 
всех x СТ, ὃ) b)V,b;1 < Vas (1 <i<n), 4) B(V,) < Ип. Положить 
Я = Vif) V2) -.] 

Пусть (fn) — последовательность числовых функций на С, равномерно 
непрерывных относительно левой равномерной структуры. Показать, 
что Н можно построить так, чтобы, кроме того, fn были постоянны 


“Ha классах по Н. [Выбрать Vp в предыдущем построении так, 


чтобы | fi (2) — fi (у) | < /п при УЕ ТИ, и 1<i<n.] 

Пусть (gp) — последовательность В-интегрируемых числовых 
функций на С. Показать, что Н можно построить так, чтобы £n были 
почти всюду постоянны на классах по A. | 

12) Пусть К — недискретное. локально компактное. тело и Е — 
левое топологическое векторное пространство над К. | 

а) Если Е одномерно, το E изоморфно K,. [Взять за образец дока- 
зательство предложения 2 из Топ. вект. простр., гл. Т, $ 2, заменив 
абсолютное значение функцией mod,.] 

b) Если E п-мерно, то Е изоморфно Κ΄. [Взять за образец доказа- 
тельство теоремы 2 из Топ. вект. простр., гл. I, § 2.] 

с) Предположим, что E локально компактно. Пусть F — его под- 
пространство конечной размерности п. Пусть modg(a) для любого 
a Е К означает модуль отображения 2 M> az пространства Е в себя. 
Так как F, согласно Ὁ), замкнуто в E, то можно образовать mod; „в(@)- 
Показать, что modz(a) = mod, (а)" mod} IF (а). Показать, что если 
04 к(а) «1 иЕЁ-=- Е, то modg/r(a) < 1. [αὖ > 0 при п —+ оо; pac- 
суждая как при доказательстве предложения 12, вывести отсюда, что. 
шо4 р, р(а”)->0.] Вывести отсюда, что п < log modg(1/a)/log mod x (t/a), 
и, значит, Е конечномерно. 
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[В Коммутативной алгебре, гл. VI, будет показано, что тополо- 
гия локально компактного тела может быть определена посредством 
некоторой нормы. Тогда последний результат пункта с) будет частным 
<лучаем теоремы 3 из Топ. вект. простр., гл. I, 8 2.] 

*13) Пусть С — локально компактная группа, действующая 
непрерывно слева в польском локально компактном пространстве 7, 
В — левая мера Хаара на С и у — ноложительная мера на Т, квази- 
инвариантная относительно G. 

а) Существует функция ($, α) => y(s, x) > 0 на СХ Т, локально 
{В © У)-интегрируемая u такая, что для любого $ Е @ функция х => 
r> y(s-!, x) локально У-интегрируема и удовлетворяет соотношению 
y(s)v = x(s7!, «)ν. [Показать, используя замечание в n° 5 § 5 главы У, 
ἯΤΟ (5, 2) => (5, sx) преобразует В 69 у в эквивалентную меру; пусть 
(st, х)аВ($)ау(х) — эта эквивалентная мера. Для всех ф 6 (GC) и 


4 Е #(T) имеем 
\ ф (5) dB ($) | 4 (sx) dv (x) = \ ф (s) dB ($) | ф (2) χ (5-1, x) dv (x), 


откуда | 4 (sx) dv (x) = | ф (x) χ (5-1, x) ἀν (2) всюду, кроме локально 


В-пренебрежимого множества М (1). Тогда применить лемму 1 
$ 3 главы УГ, затем изменить χ на (В© у)-пренебрежимом мно- 
жестве.] | 

b) Показать, что для любых 5 nt из G 


y (st, 2) = y ($, 14) At; =) 


'всюду, за исключением некоторого у-пренебрежимого множества. 
значений 2 [воспользоваться соотношением V(sé)v = y(s)(y(#)v)]. 

с) Показать, что функция Y из а) определена всюду на G X T, 
кроме некоторого локально (В X) у)-пренебрежимого множества. 

*14) Пусть Г — локально компактное пространство и Z — равно- 
‘мерная структура на 7, для которой существует такое окружение Vo, 
что Vo(t) компактно при любом Ё € Т (Общ. Ton., гл. II, 3-е изд., 8 4, 
‘упражнение 9). Пусть, с другой стороны, Г есть такая равномерно 
равностепенно непрерывная группа гомеоморфизмов пространства T 
(относительно равномерной структуры %), что существует a € Т, орби- 
та которого относительно Г всюду плотна. Показать, что на ТГ суще- 
ствует ненулевая положительная мера, инвариантная относительно Г, 
и что эта мера единственна с точностью до постоянного множителя. 
Возможный способ действий: 

1°. В том, что касается существования инвариантной меры, следо- 
вать методу доказательства теоремы 1; прежде всего доказать, что если 
К — компактное подмножество из Ти U — открытая окрестность точ- 
ки а, то существует конечное число таких элементов 0; Е Г, что 


I. er: U o;(U). 
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2°, В TOM, что касается единственности, прежде всего заметить, 
что окружения из 4, инвариантные относительно всех гомеоморфизмов` 


OX 0 пространства ТХ Т, где O ET, образуют фундаментальную 


систему окружений ©. Пусть для любого относительно компактного 
множества А < T и любого относительно компактного множества 
В c Т, содержащего внутренние точки, (A : В) есть наименьшее число 
элементов покрытия множества А, составленного из множеств вида OB, 
где о СГ; если С C Т есть третье относительно компактное множе- 
ство, содержащее внутренние точки, то (А: С) < (А: B)(B: С). 
Пусть К — компактное подмножество из 7, L D К — относительно 
компактное открытое множество, V € © — симметричное открытое 
окружение, содержащееся в Vo и такое, что V(K) = Г, и WES — 
симметричное замкнутое окружение, содержащееся в V. Jina любого 
симметричного окружения U € ©, такого, что ПИ < Ти ИИС V, 
показать, что для всякой положительной меры у Ha 7, инвариантной 


относительно Г, 


(W (а) : 0 (а)) у (К) <(Ё : U (a)) ν (V (a)), | (1) 
(K : U (a))v (W (a) <(V (a) : Ὁ (a)) v(L). (2) 


Для этого доказать, что если (0;(U(a))) — покрытие множества L, 


составленное из (С: U(a)) множеств, то каждое x Е К принадлежит 
по крайней мере (W(a) : U(a)) множествам вида O;(V(a)), и ITO каждое 
y EL принадлежит не более чем (V(a): U(a)) множествам вида. 
0;(И’(а)) [заметить, что если y Е 0,(W(a)), To 0;(U(a)) содержится в 
V(z)]. | ᾶ 
Пусть % есть ультрафильтр, мажорирующий фильтр сечений 
системы ©; пусть, далее, Αρ — непустое относительно компактное 
открытое подмножество из Г; положим Ay (A) = (А : 0(а))/(Аз : U(a)) 
для всякого симметричного окружения U € © и любого относительно 
компактного подмножества А из Т. Пусть A(A) = Шах Ay (А); для 


любого компактного подмножества К из Τ᾽ положим \’(K) = inf A(B), 
где В пробегает множество всех относительно компактных открытых 
окрестностей множества К. Вывести из (1) и (2), что 


№ (W (αν (К) SA (Г) у (И (а)),  N'(K)v(W (α) <A’ (И (a)) v (0. 


Отсюда заключить, что если К! и К›— компактные подмножества 
из Г, а [4 Ky, Lo D К›— относительно компактные открытые мно- 
жества, TOA’ (Κι) v (Ko)<A (Lo) V (Гл), и, окончательно, что A’ (К 1) v (Ko)= 
—N (Ko) v(Kı). 

*15) Пусть G — локально компактная группа и Н — ee замкну- 
тая подгруппа, так что G действует непрерывно в G/H. Предположим, 
что H удовлетворяет следующему условию: для любой окрестности У 
элемента € в С существует такая окрестность U элемента €, что 
HU < VH [заметить, что это условие выполняется для всякой под- 
группы Я группы С, если е обладает фундаментальной системой 
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окрестностей, инвариантных относительно всякого внутреннего авто- 
морфизма группы 4]. Показать, что тогда на G/H существует ненулевая 
положительная мера, инвариантная относительно G. [Применить тот 
же метод, что и при доказательстве теоремы 1, приняв во внимание, 
с одной стороны, что когда U пробегает множество всех окрестностей. 
элемента € BG, то образы множеств HUH при каноническом отображе- 
нии л: G—>G/H образуют фундаментальную систему окрестностей 
`л(Н), а © другой стороны, что для любой окрестности У элемента е 
в Си любого компактного подмножества К из G существуют такая 
окрестность U элемента е в С и такое компактное подмножество L 
из G, что всякое множество вида sSHUH, пересекающееся с KH, имеет 
вид $НОН с $' ЕГ.]| 

*16) Пусть а — компактная коммутативная группа и Е — плот- 
ное подмножество из С, устойчивое относительно закона композиции 
группы G. Предположим, что для каждой ограниченной числовой 
функции f на Е определено число M(f), обладающее следующим свой- 
ством: каковы бы ни были ограниченные функции fu g на EL, если 
элементы а;, 6» из Ε (1 <: < т, 1 < Ё < п) и действительные числа 
a, Br (1 <i<m,1<k <n) таковы, что при любом x € E выпол- 


няется неравенство >) αι’ (σαχ) < У, Brg (abn), то 
i - В 


2 ai) М) < (2 Ba) M (@). 


Предположим, кроме того, что М (1) =1 (cp. Топ. вект, простр., 
гл. Il, Приложение). 
а) Пусть и — нормированная мера Хаара на С. Показать, что для 


любой непрерывной числовой функции f на С имеем | так =М (f| Е). 
[Рассматривая надлежащее разбиение erie wii: сколь угодно хорошо 
приблизить постоянную функцию Ha EL, равную сы функциями 
вида te 2 a;f(za;), где a ЕЕ.] 


b) ae из а), что если для любого подмножества В из Е 
положить У(В) = М(Ффв), то для любого открытого подмножества U 
из G будем иметь V(U [) Е) > u(U), а для любого замкнутого подмно- 
жества F из С будем иметь У(РПЕ) < p(F). Для каждого u-KBarpu- 
руемого подмножества` P из G (rx IV, 8 5, упражнение 134) 
РП Е) = в(Р). — 

*17) Пусть Т — локально компактное пространство, а S — под- 
множество из T, наделенное законом композиции (x, у) m> ху, пре- 
вращающим его в моноид (априори, не обязательно имеющий ней- 
тральный элемент) и непрерывным на 5 X 5, когда 5 наделено топо- 
логией, индуцированной из ТГ. Кроме того, предположим, что каждый 
элемент из 5 регулярен (Алг., гл. I, § 2, n° 2). Пусть u — ограни-. 
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ченная положительная мера на 7, сосредоточенная в S (так что 5 
и-измеримо) и имеющая общую массу 1. Предположим, что | 4e60- 
инвариантна в следующем смысле: для всякой числовой функции f, 
определенной на 5, непрерывной и ограниченной (а значит, в силу 


предложения 9 $ 5 главы ТУ, и-измеримой), | 7 (sx) du( 2)= | f(x) du (x) 


при всех $ € E. To же самое можно выразить, сказав, что U(sK) = w(K) 
для любого компактного подмножества К из δ. | 

а) Рассмотрим на ТХ Г меру-произведение и © U} показать, 
что существуют такие компактные подмножества К из δ, что образы 
множеств К X К при непрерывных отображениях (x, у) => (x, αὐ) 
и (5, у) => (zy, x) имеют меру, сколь угодно мало отличающуюся OT 1 
{воспользоваться теоремой Лебега — Фубини|. Заключить отсюда, 
что эти образы имеют общую точку, и из saa вывести, что 5 обладает 
нейтральным элементом [см. Алг., гл. I, $2, упражнение 9]. 

Ὁ) Показать, что 5 — компактная. а [Сначала доказать, что 
для всякого x € 5 внутренняя мера μα (25) равна 1, следовательно, 
xS измеримо и мера сосредоточена в 29; тогда TS есть моноид, к KOTO- 
рому можно применить результат пункта а), чем будет показано, что 
5 — группа. Для доказательства компактности 5 рассуждать как 
в предложении 2. Наконец, вить упражнение 21 из Общ. Ton., 
гл. III, 3-е изд., § 4.] 

18) Пусть X — локально компактное пространство, G — ком- 
пактная группа, действующая непрерывно в Х, Е — орбита некото- 
рой точки из X и 5 — такое векторное пространство непрерывных 
числовых функций на X, что для любой функции f Е F и любого $ € G 
имеем y(s)f € F; предположим, кроме того, что содержит все постоян- 
ные функции на X. Пусть x, € X есть точка, инвариантная относитель- 
но С и такая, что |f(xo) | < лы. If(y)| для всякой функции f € F. 

y 


Показать, что тогда ](Ζϱ) = |’ (sz)ds для всех ЕЕ и всех f € F 


G 
{Показать, что существует такая положительная мера у Ha LE, € общей 


массой 1, что f(z) = } f(z)dv(z) для всех f CF, и применить теорему 


Лебега — Фубини.] облучай, когда X = ВП, G — ортогональная груп- 
па и 2% = 0; применить формулу AR 

19) Пусть X — компактное пространство, А — нормированная 
алгебра с единицей над В и С — компактная группа; предположим, 
что С действует непрерывно в A ивХ ичто а —> sa для любого $ € G 
есть автоморфизм алгебры A, при котором ||5а || = ||a || для всех 
a € А. Говорят, что отображение { пространства Х в А ковариантно 
с G, если 


7 (sx) = sf (x) 2 
для всех $5 CGuzxE X. Пусть В — подкольцо кольца A“, составленное 
из ковариантных непрерывных функций и содержащее все ковариант-. 
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ные непрерывные отображения X в В (где R отождествлено с некоторой 
подалгеброй алгебры А; отметим, что для такого отображения g имеем. 
g(sx) = g(x) для всех s€ Gu x € X). Пусть, далее, f — ковариантное 
непрерывное отображение X в A; предположим, что для любого 
y € X существует такое отображение g, € В, что Ку) = g,(y). Тогда 
для любого ¢ > 0 существует такое отображение g € В, что || f(x) — 
— g(x) || < = для всех x € X. [Применить надлежащее непрерывное 
разбиение единицы (ф;) Ha X и ввести функции h;, для которых h;(z) — 


== \ p;(sx)ds.] 
G | 

#20) Пусть G — локально компактная группа, и — левая мера 
Хаара на G, А и В — два подмножества из G. 

а) Допустим, что выполняется одно из следующих двух условий: 

a) А ц-интегрируемо, 

В) и*(А) < +00, а В и-измеримо. 
Показать, что в каждом из этих двух случаев функция f(s) = p*(sA ГВ) 
равномерно непрерывна на С относительно правой равномерной 
структуры группы G. [Для любых двух подмножеств М и М из G 
положим | 
а(М, №) =ь* (МП CN) Ц (МП ΟΛ). 
Сначала рассмотреть случай, когда А компактно; используя теорему 4 
$ 4 главы IV, показать, что для любого 8 > 0 существует такая окрес- 
тность U элемента € в С, что, каковы бы ни были $5 ЕбиЁЕ U, 

а ($4 [Г] В, stA(\ B)<e. 
Затем применить упражнение 9 § 5 главы ТУ. Показать, что если 
В и-измеримо, u*(A) < + oo u (A,) — убывающая последовательность 
интегрируемых подмножеств из G, содержащая A u такая, что 
шКы(А»)) = и*(А), то 
| u* (sA Г] B)= ini (u* (s4, N) B)) 

(гл. У, 8 2, лемма 1); с другой стороны, заметить, что WAn — An +1) 
стремится к 0 вместе с 1/п.] 

b) Если A и-интегрируемо и u*(B) < -- со, то функция f равно- 
мерно непрерывна относительно и правой и левой равномерных 


структур группы 2; кроме того, тогда | f(s)du(s) = p(A-1)p*(B). 
Ἢ | | 


[Свести к случаю, когда В интегрируемо; заметить, что тогда 
и АГП В) =р (АП 518), Yan” PAP и Ф.А (Й=Ф, „-1 9] 
с) Вывести из а), что в обоих рассмотренных случаях множе- 
ства AB и BA имеют внутренние точки. [См. гл. VIII, $ 4, mpennoske- 
ние 17.] 
4) Привести в группе G = SL.(R) пример компактного множества 
А и рп-измеримого множества В, для которых бы f(s) = изАП В) 
10 x. Бурбаки 
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не была равномерно непрерывной относительно левой равномерной 
структуры. [Заметить, что существуют такая последовательность (&,) 
элементов из С, стремящаяся к €, итакая последовательность (Sn) элемен- 
тов из G, что последовательность (5}}{ῃ5ῃ) стремится к бесконечности. | 


е) Привести пример двух неизмеримых подмножеств А и В 
локально компактной группы С, имеющих конечную внешнюю меру 
и таких, чтобы функция se> u*(sA Г] В) не была нопрерыеня 
(ср. гл. IV, $4, упражнение 8). 

21) а) Пусть G — локально компактная группа и u — левая 
мера Хаара на G. Показать, что устойчивое множество 5 € G, у KOTO- 
рого и„(5) > 0, обладает внутренними точками [см. упражнение 20]. 
В частности, подгруппа Я группы G, имеющая ненулевую внутреннюю 
меру, открыта. 

b) Если G компактна, то всякое устойчивое множество 5 <= С, 
у которого и.(5) > 0, есть компактная открытая подгруппа группы G. 
[Заметить, что внутренность множества 5 устойчива, и использовать 
упражнение 17b.] 

с) Предположим, что С компактна и коммутативна, с аддитивной 
записью, ив С существует элемент а бесконечного порядка. Показать, 
что существует такое устойчивое множество 5 CG, что a€ S, 
—a&S un G= S| (—5) [воспользоваться теоремой Цорна!; вывести 
из b), что 5 неизмеримо и p,(S) = 

22) Пусть G — локально компактная группа, и — левая мера 
Xaapa на С и А — интегрируемое подмножество из G, у которого 
u(A) > 0. Показать, что множество H(A) тех $ ЕС, для которых 
u(A) = u(4 54), есть компактная группа. [Заметить, опираясь Ha 
упражнение 20, что H(A) замкнуто в С. Чтобы убедиться в компакт- 
ности H(A), рассмотреть такое компактное подмножество В из А, что 
u(B) > u(4)/2, и доказать, что H(A) < BB] 

*23) Пусть С — коммутативная локально компактная группа, 


‘записываемая аддитивно, и — мера Xaapa на Gu A, В — интегрируе- 


мые подмножества из G, 
a) Пусть для любого $5 € G 


A'=0,(4, B=AU(B+4s, Вт, (А, Β)--(Α--ο)  Β. 


Показать, что п (.4”)-- и (В’) =в (А) в (В) и А’ В’С А-В. 

b) Предположим, что 0 принадлежит À ( В. Пара (A’, В’) инте- 
грируемых подмножеств из @ называется производной парой от (A, В), 
если существуют такая последовательность (5®)1 <в<п Элементов из С 
и такие две последовательности (Ak)o<pen) (Br)o<r<n подмножеств 
из С, что Ao=A, Bo=B, An=o, „Ar-ı Br-1), Вк=т, „ (An 1, Br-ı) 
(1<k<n), sh E Ana (1<k<n) и pee B' = Βῃ. aa что 
существует последовательность таких пар (En, ἔῃ); что Е, =А, Fo=B, 
что (ἔῃει, Fn+1) есть производная пара от (En, Fp) и что 
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и (Ри — 5) Г Fn) > и (Far) — 2” при любом п и любом s€F,. Поло- 
жим Boo=|_) En: Fee UE Показать, что 


: NER) N Feo) = (Feo) 
для всех s€ Ех 


с) Предположим, что u (Ро) > 0. Показать, что функция 

1 (5) = μι ((Eoo — 8) [] Foo) | 
может принимать лишь значения 0 и U(Fo) и что множество С Tex 
s€G, для которых ῥ᾽ (8)-Ξ[ (Ро), открыто-замкнуто, имеет меру 
и (С) =в (Ех) и является замыканием множества Ex [использовать 
упражнение 20а) и b)]. С другой стороны, пусть D — множество. тех 
s€Foo, для которых пересечение Fo с любой окрестностью точки 5 
имеет меру > 0. Показать, что μ (2) = в (Ро) и 

р: 

вывести отсюда, что D содержится в подгруппе Н(С), определенной 
в упражнении 22, и что Н(С) компактна и открыта BG. Наконец, пока- 
зать, что C+ Н(С) = С, что u(C) > ЩА) + u(B) — u(H(C)) и что 
Сс A + В [рассмотреть меру множества Ex [] (с — Fo) для всех 
сЕС]. 

_ Ὁ Вывести из с), что, каковы бы ни были интегрируемые подмно- 
жества A и В из G, либо и, (A+B) > u(A) + p(B), либо существует 
такая компактная открытая подгруппа À группы G, что A+ В 
содержит класс mod H, и тогда и, (A + В) > u(4) + p(B) — HH). 
Случай, когда С связна. 


*24) а) Пусть А (соотв. B) - — множество всех чисел г ЕВ, соб- 


ственное двоичное разложение которых 2 — 20 + 92 ЕТ (as це 
i=1 

лое, 2; = 0 или x; =1 для i > 1) таково, что zx; = 0 для всех чет- 
ных i > 0 (соотв. всех нечетных i). Показать, что "A и В имеют лебе- 
гову меру нуль, однако A+ В = В. 

b) Вывести из а), что существует базис Н пространства В (над 0), 
содержащийся в A |) Ви, значит, имеющий меру нуль. Множество P; 
всех чисел rh, где r€ Qu h ЕН, тоже имеет меру нуль. 

с) Обозначим через P, множество всех действительных чисел, 
Y которых не более п координат относительно базиса H отличны OT 
нуля. Показать, что если P, пренебрежимо и P, +: измеримо, TO P, 41 
пренебрежимо. [Пусть № € H; вначале показать, что множество 5 
тех x € Pn+1, координаты которых относительно ho отличны от 0, 
пренебрежимо. Используя упражнение 20, показать, что если бы P, 4, 
не было пренебрежимым, то в Ph 44 [] CS существовали бы такие две 
различные течки x’, x”, что (x’ — х")/ рационально, и отсюда прийти 
к противоречию.] 

4) Вывести из а) и b), что в В существуют пренебрежимые множе- 
ства С и D, для которых C + D неизмеримо. 
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*25) а) Пусть [— положительная числовая функция, определенная 
на В, интегрируемая (относительно меры Лебега u на В), ограничен- 
ная и имеющая компактный носитель. Пусть y=sup f (¢). Для каждого 

{ЕВ 


w€R обозначим через U;(w) множество тех TER, для которых | (1) > w 
положим vr (w) = * (ПО; (w)). Показать, что если a> 1, то 
—-00 
| 1° QE dt — κ (ὦ) aw*—* dw. 


b) Обозначим через g вторую числовую функцию, удовлетворяю- 
щую тем же условиям, что и f, и положим б=зара (1). Пусть h— 
{ЕВ 


функция, определенная на В? условиями В (и, 5) =} (и) -|- в (5), если 
f (u) = (0) =Е 0, и № (и, 0) =0 в противном случае; наконец, положим 
К (= sup В (и, 0), так что k положительна, интегрируема, ограни- 


u+-v=t 
yeHa и имеет компактный носитель. Показать, что если a@>1, TO 
Lo — oo 
|e ae> +6)" (= |rwar na). 
—00 —00 


[Заметить, что если 0O<w<1, то Up (yw+ dw) DU; (yw)+U zg (δω), 
и использовать a) и упражнение 23d).] 

с) Пусть Un — мера Лебега на В" и A, В интегрируемые под- 
множества из В”. Показать, что 


(ил) (A+B)) "> (tin (A) "+ (un (B))*/” 


(«неравенство Брунна — Минковского»). [Свести к случаю, когда А 
и В компактны. Затем провести индукцию по п, используя упражне- 
ние 234), теорему Лебега — Фубини, неравенство, доказанное в b), 
а также неравенство Гёльдера.] 

*26) Пусть G — локально компактная группа, LU — левая мера 
Хаара на С, k — целое >1 и А — интегрируемое множество. Пока- 
зать, что для любого € > 0 существует окрестность U элемента е BG, 
обладающая следующим свойством: для любого конечного множества 
5 < U, состоящего из k элементов, множество тех $ € С, для которых 
55 < А, имеет меру >(1 — e)u(A). [Свести к случаю, когда A ком- 
пактно, и взять U так, чтобы 


1 (AU) < ( г) в (4 


Для любого конечного множества HCG положим р(Н) = Сага (H) 
и q(H)=1, если H+ ©, а(Н) =0, если Н =; оценивая интегралы 


| » (ANS) as u | a (ans) as, 
G | С 
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показать, обозначая для h<k через Mp множество тех «Ες, для 
которых Card (А[\55)=й, что 


Е Е 
У! hu (Мь) = 11 (A) и Ув (Mn) <p (AU). 
h=1 h=1 


k—1 
Отсюда заключить, что > hu (Mp) < key (A).] 
h=1 


27) Пусть С — группа, действующая в множестве X. Подмноже- 
ство Р (соотв. С) из X называется (-заполнением (соотв. в-покрытием), 
если sP Г] Р =& Br каждого 5 5:6 из С (соотв. если X = sC). 

SEG 
P называется G-mowenuem, если оно одновременно есть С(-заполнение 
и С-покрытие. 

а) Предположим, что Х локально компактно, что Gi счетна и дей- 
ствует непрерывно в Х и что существует ненулевая положительная 
мера и Ha.X, инвариантная относительно G. Пусть P и С — u-unre- 
грируемые С-заполнение и (С-покрытие. Показать, что μ(ς) > u(P). 
[Заметить, что u(C) > > μίς "ΣΡ 

за 

b) Предположим, кроме того, что в Х существует равномерная 
структура, согласующаяся с его топологией и имеющая фундамен- 
тальную систему © открытых окружений, инвариантных относитель- 
но С. С другой стороны, обозначим через A(G) нижнюю грань чисел 
u(C) для всех интегрируемых С-покрытий С множества С. Пусть 
У — окружение, принадлежащее ©, и a € X таково, что ц(У(а)) > 
> A(G); показать, что существует такое $ € G, что se nm (a, sa) Е 


Е Vov 7 

с) Предположим, что. x — локально компактная группа, U — 
ее левая мера Хаара и G — счетная подгруппа группы X, действую- 
maa в X как группа. левых переносов. При том же определении A(G), 
что ив b), показать, что если А — интегрируемое подмножество из X, 
для которого (A) > A(G), то существует такое s ЕС [] AA-!, что 
$ ~ e. Частный случай, когда X = В", а С — дискретная подгруппа 
ранга п группы В”: тогда AG равно абсолютному значению определи- 
теля базиса С над Z относительно канонического базиса пространства 
В”; показать, что если А — такое симметричное выпуклое тело в В", 
что u(A) > 2"A(G), то в А[] 4 существует точка, отличная от 0 
(«теорема Минковского»). ЕЯ 

4) В предположениях пункта а), пусть f — и-интегрируемая 
функция >0 на X. Показать, что в Х существуют такие две точки 
аи 6, что | 


в (©) D rl) > | 14 
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в(Р) У, 1685) < | }ῳ) du (e) 
864 X 


[Заметить, что если &— интегрируемая функция 20 u E— и-инте- 
грируемое множество в X, то существуют такое cEE, что 


| =) и <e()u(), и тако «ΕΕ, mo ᾖ ε(ο) ἀμί)» 
Е Е 
= &(c’) u (Bl. 

*28) При предположениях упражнения 27а, допустим еще, что 
существует и-интегрируемое С-мощение (ΚΙ. . 
а) Для всякой и-интегрируемой числовой функции f > 0, опреде- 


ленной на X, положим 7 (x) — D f (sx), так что | 7 (x) du (x) = 
| $Еа F 

= f(x) du (x) ($ 2, предложение 15). Пусть (fi)1<ic<n— семейство 
X 

числовых функций > 0, ц-интегрируемых Ha X; для ἱ ΞΕ j положим 


Mij= | Fi (x) 7; (x) du (2), 
Е 


и пусть с; = Sup f; (x). Показать, что существует хотя бы одна пара 
xEX 
различных индексов (i, j), для которой 


n 


ЕЕ ((Σ и (2) du У ei | (2) de). 
i ry Gea d 


= 1X 


[Оценить снизу сумму > mi jy используя неравенство Коши — Шварца.] 
Вывести отсюда, что “As (Ai), <i<n KOHeYHO® семейство п-интегри- 
руемых С-заполнений и у uw (4;) >в (F), то существуют такая пара 
(i, j) различных ee такое s€G, что u (А; А; > 0. 

b) Если С, — подгруппа группы @ конечного индекса (G:Go)=h 


и ($4, ..., 1) — система представителей левых классов mod Go в С, 
то Ро = | s;F есть Со-мощение. 
1<i<h 
с) Пусть А —симметричное выпуклое тело в Χ--ΒΤ; пусть, далее, 
A | 


uj: (tj) => >) ci; т линейных форм ma X с целыми коэффи- 
j=1 
циентами cj; (m<n). Показать, что для любого целого p>1 
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и любого числа r > 0, удовлетворяющего неравенству U (A) r™ > 2™p™, 
существует точка zErA, отличная от 0 и такая, что и; (x) = 0 
(mod p) (1<i<m). [Применить теорему Минковского к подгруппе Go 
группы 7, составленной из Tex 2 € Z”, для которых и; (2) =0 (mod р) 
(1<i<m), и использовать b).] Частный случай, когда n=2, т=1 
и А определено неравенствами | 42; | <1, | 12| <1 (теорема Ty»). 

*29) а) Пусть р — простое число; существуют такие целые числа 
а, 6, что a? + b? + 1 = 0 (mod р) (Алг., гл. У, $ 11, следствие теоре- 
мы ὃ). Показать, что существуют такие целые 74, Xo, хз, 24, не все рав- 
ные нулю, что ал. + ἔαρ = x3 (mod p), Вх. — ax = x, (mod p) и 


уе 28-22 < Ур 


[тот же метод, что и в упражнении 28c]. Показать, что у делится на р, 
и вывести отсюда, что у = р. 

b) Вывести из а), что всякое целое п > 0 представимо в виде сум-. 
мы не более четырех квадратов [«теорема Лагранжа»; использовать 
упражнение 11 из Алг., гл. IV, ἓ 2]. 

30) Пусть G — локально компактная группа, и — левая мера 
Хаара на G u v — ограниченная мера на G. Предположим, что отобра- 
жение $ > y(s)v группы С в банахово пространство cM1(G) непрерывно. 
Показать, что мера у имеет базис u. [Пусть А — и-пренебрежимое ком- 
пактное подмножество из G. Рассуждая как при доказательстве пред- 
ложения 11, показать, что У(хА) — 0 для x, пробегающих всюду плот- 
ное подмножество из С. Вывести отсюда, что У(А) = 0.] 

Обратно, если у имеет базис п, то отображение $ => V(s)V группы G 
в cA1(G) непрерывно: см. гл. VIII, 8 2, предложение 8. 


$ 2. Факторизация пространетва по группе; 
однородные пространства 


1. Общие результаты 


Пусть Х — локально компактное пространство, в котором 
действует справа, непрерывно и совершенно, локально компактная 
группа Н, по закону (x, &) => 26 (x € X, ЕСН). Отношение экви- 
валентности, определяемое группой Н в X, открыто (Общ. τοπ., 
гл. III, 3-е изд., $ 2, лемма 2) и пространство Х/Н отделимо (там 
же, $ 4, предложение 3), а значит, локально компактно (Общ. 
топ., гл. I, 3-е изд., $ 10, предложение 10). Обозначим через π 
каноническое отображение Х на Х/Н. Насыщение множества 
У < Х есть YH = л-Цл(У)). Если К — компактное подмноже- 
ство из X, то л(К) компактно и π-(π(Κ)) замкнуто в X. Всякое 
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компактное подмножество из Х/Н есть oOpas upu отображении л 
некоторого компактного подмножества из X (Общ. τοπ., гл. I, 
5-е изд., $ 10, предложение 10). Предположим, раз и навсегда задан- 
ной левую меру Хаара В на H. 
Пусть x есть непрерывное представление группы Н в В;. Если 
функция g на X удовлетворяет равенству g(r&) = χ(ξ)ε(α) при 
любых x € X и ЕСН, то ее носитель 5 инвариантен относитель- 
но H и записывается, следовательно, в виде л-(л(5)). Обозначим 


через &*(Х) пространство Pucca, образованное непрерывными 
числовыми функциями g на X, которые удовлетворяют равенству 
g(x&) = χ(ξ)ε(α) (x € X, ЕСН) и носитель которых является насы- 
щением некоторого компактного подмножества из X; через %*(X) 


_ обозначим множество всех элементов >. 0 из AUX). В частности, 
éÆ\(X) есть не что иное, как множество всех непрерывных функ- 
ций на Х, постоянных на орбитах и имеющих носитель, являю- 
щийся насыщением некоторого. компактного множества. 


НрЕдложЕНИЕ 1. Пусть f — непрерывная числовая функция 
на Х, носитель которой 5 имеет компактное пересечение с насы- 
щением любого компактного подмножества из Х. 

а) Для любого Е Х функция & => Кё) на Н принадлежит 
#(Н); пусть 


f* (а) = | f (4) x OT). (1) 
Н 


Ь) Функция f* непрерывна, обращается в нуль вне SH и удовлет- 


воряет равенству f*(x§) = x(§)f"(2). 

с) Если g — непрерывная числовая функция на X, удовлетворяю- 
wasn равенству g(x&) = x(§)g(x), mo (fg)* = fig (где [задано фор- 
мулой (1), в которой за χ принято представление & +> 1 группы H 
в В*). 

а) Если η Е H, mo (8(n)f)* = ОА) 

Пусть ro Е X и У — компактная окрестность 20 в X. Множе- 
ство Tex E € H, для которых VE пересекается с 5, является также 
множеством тех Е € H, для которых VE пересекается с 5 ПУЛ, 
и, значит, компактно в НЯ, поскольку Sf) VA компактно, а груп- 
па Н действует совершенно в X (Общ..топ., гл. III, 3-е изд., $ 4, 


/ 
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теорема 1); тогда лемма 1 $ 1 доказывает а) и непрерывность f*. 
Оставшаяся часть b) очевидна. Наконец, с) и d) вытекают из Οπ6- 
дующих выкладок: 


(fe)* (x) = | Fla)'g (25) 1 (0 ap (©) = 

N | 

= | f@)e@x1@x1@7 = 
H 

= 8 (a) | 198 ®-==@Р о), 
(6 (п) 97 (α) = | f (xEn) x ©) dB (Ε) = 

Н ; 

= An (m) | Γ(αξ) x (G02) 4B © = 

} 
=1(n) Ан (n) | 7 (25) х (©1489). 


° Предложение 2. Отображение ff" пространства & (X) 
в ο΄" (Χ) линейно, и образом пространства 8 (Χ) (соотв. 8. (X)) 
служит K”(X) (соотв. KX(X)). 

Линейность очевидна. Ясно, что f*>0 для f > 0. Тогда доста- 
точно применить следующую лемму: | 


Лемма 1. Пусть К-—-компактное подмножество us X и u— 
такая функция из ο΄, (Χ), что u(x) > 0 для всех ЕК. Пусть | 


gEK*(X) такова, umo suppg € КН. 

a) inf ut(z) > 0, 

x€KH 

b) Функция h, равная glu! на КН и 0 на X—KH, принад- 
лежит *(X). 

с) & = (ий)". | 

Так как и1 (x) >0 для всех ЕК, то inf и! (1) —inf ul (zr) >0 

\ χΕΚΗ χΕΚ 
Отсюда сразу следует утверждение b). Наконец, в силу предло- 
жения 1c), имеем (ий)* = ий, и ясно, что шй = р. 


Пусть / — относительно ограниченная линейная форма (гл. П, 


$2, n° 2) на &*(X). Тогда fr> 1(f*) есть относительно ограни- 
ченная линейная форма на &%(X), то есть некоторая мера и» 
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на X. Отображение J + Ur, согласно предложению 2, инъективно. 
Меры u; Ha X, полученные таким путем, могут быть охаракте- 
ризованы следующим образом: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть и— мера на X. Следующие условия 
равносильны: | 

a) Существует такая относительно ограниченная линейная 
форма I на &* (X), что I(f*)=p(f) для любой функции FER(X). 

b) 6 (Е и=х ("Ан (В) в для любого ЕЕН. | | 

с) Для любых f и g из € (X) справедливо равенство 

μ(!:ε)) =p (Г. 8). | (2) 
а). Если FE (X) такова, umo f*=0, то uw(f)=0. 
а) = ο): если p(f)=J(f"), то, в силу предложения 14), 


Sl) fy= WH, 6 (6%) fy =7 (6 (EN) f)* = 
=I (4 (§)* An (8) P= xe" Ан 5) (и, Ὁ, 
так что 6 (В) и=х(&) "Ан (5) в. 


Ь) = с): предположим условие Ъ) выполненным. Заметим, что 
функции (x, &) > f (2) g (ad) и (x, ® == f (x) в (2) на ХХН непре- 
рывны и имеют компактный носитель (так как Н действует в Х 
совершенно); тогда теорема 2 $ o главы Ш позволяет написать 


удар) | «9 ICE | ae { 00) 8 (28) du (2) = 
X H H 
= | BE | FE) 8 (0) x Δα (D du (ο) = 
H x 
= Le (dut) | а) 1 © An (9 BO) = 
X H 
= | ἀμ) | (D1 OBO, 
X 


H 

чем и доказано с). | | 
с) = d): если выполнено с) и f*=0, то u(f-g!)=0 для всех 
LEA (X), и, значит, u(f)—0, если выбрать #6 5% (X) так, чтобы 
g’=1 на suppf (что возможно в силу предложения 2 с y= À). 
4) = а): если условие 9) выполнено, то существует такая 
линейная форма J на 5” (Х), что u(f) — 1 (f*) для всех FE (Х), 
и эта форма, согласно предложению 2, относительно ограничена. 
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2. Случай y= 1 


Если f— функция на X/H, то рол есть функция на X, постоян- 
ная на орбитах и непрерывная в том и только том случае, когда f 
непрерывна. В частности, отображение f > fom определяет биек- 
цию пространства &(X/H) на KUX). 

Следовательно, в случае, когда X =1, можно следующим обра- 
30M переформулировать некоторые результаты n° 1: 

Пусть f — непрерывная числовая функция на Х, носитель 
которой имеет компактное пересечение с насыщением любого ком- 
пактного подмножества из Х. Формула 


Ри) = | Fee) BR | (3) 
Н 


определяет непрерывную функцию {” на X/H. Для всякой непре- 
рывной функции g на Х/Н имеем 


(go)? =f? -g. | (4) 
Если ЧЕН, το | 


(5 (n) №? =Ан (м). = (5) 
Не следует забывать, что определение функции pP зависит OT 


выбора меры В. Если Н компактно и В ae sre Sones то f? назы- 
вается иногда орбитальным средним функции f. 


Если FE (X), то fP Её (Х/Н). Отображение {=> {” προ- 
странства X (X) в & (Х/Н) линейно и образом пространства & (X) 
{соотв. &,(X) служит & (Х/Н) (соотв. &,(X/H)). 


Замечание 1. Покажем, что отображение f > pP есть стро- 
гий морфизм (Общ. τοπ., гл. III, 3-е изд., $ 2, n° 8) пространства 
A(X) на K(X/H). 

а) Это отображение непрерывно: достаточно доказать, что для 
любого компактного подмножества К из Х сужение отображения 
=>}! b πα KH (X, К) есть непрерывное отображение пространства. 
K(X, К) в K(X/H, n(K)) (Топ. вект. простр., гл. II, $ 2, следствие _ 
предложения 1); а так как H действует в X совершенно, то множество 
P тех Ё ЕН, для которых КЁ пересекается с К, компактно; из‘форму- 


лы (3) заключаем, что sup | 1? (л (x))| ЗВ(Р) sup |f(z)|, чем наше 
хЕК χΕΚ 


утверждение доказано. 
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b) Пусть К’ — компактное подмножество из Х/Н. Выберем 
в Х такое компактное подмножество К, чтобы л(К) = К’, и покажем, 
что сужение отображения } +—> f b на (X, К) есть строгий морфизм 
пространства 4#(X, К) на &(X/H, К’). Достаточно построить для 
этого сужения правое обратное (Топ. вект. простр., гл. I, $ 1, пред- 
ложение 13). Но, согласно лемме 1 (обозначения которой мы прини- 
маем), такое обратное мы получим путем композиции следующих 
отображений: > | 

a) отображения f’ => [ол пространства  (X/H, К’) в множе- 
ство E тех функций из 4''(X), носитель которых содержится в KH; 

В) отображения E в Е, которое всякой функции g € E ставит 
в соответствие функцию, равную g/ul на КН и Она X — ΚΠῚ 

y) отображения E в K(X), которое всякой функции h Е Е ставит 
в соответствие ий. 

c) Теперь, если У — выпуклая окрестность нуля в 6 (Х), то 
то Vf) #(X, К) есть выпуклая окрестность нуля в A(X, К) и, сле- 
довательно, УР П(Х/Н, К’), согласно Ъ), есть выпуклая окрест- 
ность нуля в 5(Х/Н, К’), а стало быть, У? есть окрестность нуля 
в #(X/H) (Топ. вект. простр., гл. II, $2, n° 4). Это завершает дока- 
зательство. | 


ПрЕдложЕНИЕ 4. а) Пусть A—mepa на Х/Н. Существует, 
и притом единственная, мера A* на X такая, что 


| fa= | fant, (6) 


X/H X 


какова бы ни была FEK(X). При этом 5(&)A* — Ar (E)A* для 
каждого ЕСН. 

b) Обратно, пусть u есть такая мера na X, что 6 (Е) и= 
— Ay (E) u Ona каждого ЕЕН. Существует, и притом единствен- 
ная, мера À на Х/Н такая, что и=А*. 

Это частный случай сказанного в n° 1. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. В предположениях и обозначениях предложе- 
ния 4, À называется фактормерой меры ц по мере В и обозна- 


чается + или μ/β. 


В 


Отображение Ar>A* пространства of (X/H) в &(X) есть 


не что иное, как сопряженное к отображению f > {? простран- 
ства 5 (Χ) в K(X/H). Пусть У— фильтр в A (Х/Н); утвержде- 
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ние, что limA® (f) =0 для всех ]Ε4΄ (Χ), равносильно утвержде- 


A,@ : . ; : 
нию, что limA(f)=0 для всех f’€H(X/H); следовательно, 
À, Ὁ 
отображение À => À* является для широких топологий изомор- 


физмом пространства cf (X/H) на векторное подпространство про- 
странства of (X). Это подпространство замкнуто в широкой 
топологии, так как представляет собой множество тех WE о (X), 
для которых 6 (&) и=Ан (&) u при любом ЕЕН. Ясно, что условия 
A>0 и ^*>0 равносильны. 

Формула (6), по аналогии с обычным обозначением для двой- 
ных интегралов, записывается в виде 


| f@ant (= | але) [GE dE @=a@. M 

X X/H H 

Здесь допушена некоторая вольность обозначений, поскольку 

интеграл | fd dB (Е) рассматривается как функция от x, а не 
Н à 

OT 2; этот способ записи будет часто использоваться в дальней- 

шем, если не будет угрозы путаницы. 
Замечание 2. Пусть Е — локально выпуклое пространство 
и M — векторная мера Ha Х/Н со значениями в E. Тогда отображение 


{=> т (Р) пространства X (X) в Е будет векторной мерой Ha X CO 3Ha- 
чениями в E, и мы опять обозначим ее m*. Отображение mi—> т# 
снова является изоморфизмом пространства £ (Kf (Х/Н); Е) на неко- 
торое векторное подпространство А пространства £ (KH (X); ἃ) (если 
наделить эти пространства топологиями простой сходимости). Более 
того, поскольку отображение fr f? есть сюръективный строгий мор- 
физм, подпространство A состоит в точности из векторных мер N Ha X, 
обращающихся в нуль на ядре N отображения f => f?. Таким образом, 
для того чтобы #€ A, необходимо и достаточно, чтобы скалярные 
меры 2’ on были равны нулю на N для всех 2’ СЁ’. Тогда из предло- 
жения 3 вытекает, что n Е N в TQM и только том случае, если 


_6(п=Ан (§) в 
для всех Ё СН. 


3. Другая интерпретация меры 2° 


Для любого ХЕХ отображение & + ἀξ группы H в X совер- 
шенно (Общ. топ., гл. ПТ, 3-е изд., $ 4, предложение 4), и, значит, 
В имеет при этом отображении меру-образ на Х, сосредоточенную 
на орбите хН (гл. У, $ 6, следствие 3 предложения 2); а так как 
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В левоинвариантна, TO эта мера-образ зависит лишь от класса 
и = n(x) элемента x в Х/Н и будет обозначаться В„. По определе- 
нию, для f EéÆ(X) имеем. 


wa. = [19 ®-Р w. () 
X H 


Таким образом, видим, что 
(e,,)* Ir Pu. (9) 


. ЛеммА 2. Нусть f— функция na X co значениями в некотором 
топологическом пространстве. 
а) Если |— числовая функция > 0,’то для всех zEX имеем 


* * e 
WB W-[ FIRE (K=a)). 
x H | 
b) Для того чтобы f была В.-измеримой, необходимо и доста- 
точно, чтобы функция Et f (xt) на Н была В-измеримой. 
с) Предположим, что Г есть функция на X co значениями 
в банаховом пространстве ‘или в В; тогда для того, чтобы Г 
была В.-интег рируемой (соотв. существенно P.-unmee рируемой), 
необходимо и достаточно, чтобы функция Et f (x&) на Н была 
В-интегрируемой (соотв. существенно В-интегрируемой), и тогда 
| /ίω) αβ. () = | f(@8) а8 ©. 
x He 
Это вытекает из предложений 2 и 3 и теоремы 2 § 4 главы У. 


Так как f? 65% (Х/Н) для FE (X), то формула (8) показы- 
вает, что отображение и > В, пространства Х/Н в οἵ (X) широко 
непрерывно, что семейство (By) А-согласовано для любой положи- 
тельной меры A Ha Х/Н и что 

№ = | βιάλ(ω); (10) 
ΧΗ 


тем самым получена новая интерпретация для Ar. 


ПредложениЕв 5. Пусть À — положительная мера na X/H. 


a) Пусть f есть ^*-измеримая функция на X со значениями 
в топологическом пространстве, постоянная вне некоторого счет- 
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ного. объединения ^*-интегрируемых множеств. Тогда множество 
тех хЕХ/Н, для которых функция &=>] (28) не В-измерима, 
локально /-пренебрежимо. | 
Ὁ) Пусть f есть A*-usmepumas функция 20 na X, равная 
нулю вне некоторого счетного объединения ^"-интегрируемых 
множеств. Тогда функция σε» С dB (&) на Х/Н Л№изме- 
рима и | 
лом тф= Гао (19480 (-πίω).. 
x X/H H > 
с) Пусть f есть №-интегрируемая функция на X со значе- 
ниями в 6anaxoeom пространстве или в В. Тогда множество тех 
σέ Χ/Η͂, в которых функция Ё > f (αξ) не В-интегрируема, h-npene- 
брежимо; функция {? на X/H, определенная почти, всюду формулой 


№ (2) = (FPE (ᾱ--πίω), (11) 
H 


A-unmeepupyema, причем 


| sa | лам (12) 
X/H X 
u 
ра | па. (13) 
А/Н x 


d) Пусть Г есть ^* -измеримая функция на Х со значениями 
в банаховом пространстве или в В, обращающаяся в нуль вне 
некоторого счетного объединения ^\“-интегрируемых множеств. 


Тогда для того, чтобы f была ^*-интегрируема, необходимо 
и достаточно, чтобы 


* pe ς 
[ar []/(αξ)|4β(ἑ) <+® (ᾱ--π(α)). 
X/H H 

В силу леммы 2, условия a), b) и с) вытекают из предложе- 
ний 3 и 4 и теоремы 1 ἃ 3 главы У (за исключением (13), кото- 
рая следует из (12), так как ясно, что |f’ |<|/|?); а) выте- 
кает из 5). | 
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ПрЕдложЕНИЕ 6. Пусть À — положительная мера на X/H. 
a) Пусть N — подмножество из Х/Н. Для того чтобы N 
было локально /^-пренебрежимо, необходимо u достаточно, чтобы 


л' (№) было локально ^*-пренебрежимо. 5 | 
b) I усть g— функция на Х/Н со значениями в топологиче- 
ском пространстве. Для того чтобы g была A-usmepuma, необ- 


ходимо и достаточно, чтобы gon была \"-измерима. 
ο) Пусть h— функция на X/H со значениями в банаховом 


пространстве или в В. Для того чтобы № была локально ^*-инте- 
грируема, необходимо и достаточно, чтобы Ron была локально 


Л* -интегрируема, и тогда (h- ^)* = (ho): An 

Допустим, что Mon локально ^*-интегрируема. Для любой 
few (X) функция f- (hon) ^* -интегрируема, а значит (предло- 
жение 5), функция (f-(hox))? =f? -h A-MHTerpupyeMa и 


Roy a ery ee 
| ind He π) dnt 


X/H 


Поскольку fr> f? есть сюръективное отображение пространства 
&(X) на &(Х/Н), это показывает, что À локально А-интегри- 


руема и 
(RD = (Вол). Л". 


В частности, если m!(N) локально ^*-пренебрежимо, то фхол 
локально ^,* -пренебрежимо, так что (py-A)* = (Py N). A4 = 0; 
_ а следовательно, фм: À = 0 и N локально А-пренебрежимо. Предполо- 
жим теперь, что бол А -измерима.- Пусть К’— компактное подмно- 
жество из Х/Н. Пусть, далее, f CH, (Х) такова, что f? — 1 на Κ΄ (προπ- 
ложение 2) и K=suppf; имеем π(Κ) > К’. Существует разбиение 
множества А, состоящее из ^* -пренебрежимого множества М 
и последовательности (K,) таких компактных множеств, что 
(gom)|K, непрерывна при любом п. Тогда &|л(К») непрерывна. 
Пусть Рр— множество всех точек из.А, не принадлежащих 
л(К,) 0л(К>)0...; тогда л*(Р)[] К содержится в Mu, значит, 
^* -пренебрежимо; следовательно, функция [-φη-ι(ρ. ^*-пренебре- 
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жима; отсюда вытекает (предложение 5), что 


о (pr, 
x X/H X/H 
и, стало быть, Р А-пренебрежимо, a g А-измерима. 

Если N локально А-пренебрежимо, то л1(М№) локально ^* -пре- 
небрежимо (Приложение 2). Если g А-измерима, то бол ^*-изме- 
puma (там же). Наконец, предположим, что À локально A-UHTe- 
грируема. Тогда, как уже известно, Mon ^*-измерима. Для любой 
функции fE&%,(X), согласно предложению 9, имеем 


Гота в = [IR (0) 7 War < +00, 
= ΧΗ 


и, значит, Mon локально À *-HHTETPUPYEMA. 


Следствие 1. Пусть À u A’ — положительные меры на X/H. 
Диля того чтобы X имела базис À, необходимо и достаточно, 
чтобы λ' ἵ имела базис A*. Для того чтобы, À и NM были, эквива- 


лентны, необходимо и достаточно, чтобы A* и λ΄ были эквива- 
лентны. 


Первое утверждение вытекает из предложения 6, а) и с), и тео- 
ремы Лебега — Никодима (гл. V, $ 5, теорема 2). Второе следует 
из первого. | 


Следствие 2. Пусть ^А— положительная мера на X/H, а f— 
^* -измеримая числовая функция na X. П редположим, что ὃ (Εὶ f =f 
локально \*-noumu всюду для любого GEH. Тогда существует 
такая /)-измеримая функция g на Х/Н, что |= воп локально 
^*-почти всюду. 

Заменой f на f/(1+|f]|) сводим все к случаю, когда f orpa- 
ничена, а значит, локально /),“-интегрируема. Пусть u=f-A* : 
Условие, наложенное на f, влечет, что 6(E) и=}-6 (Е) λ΄ -- Ay (E)u 
для любого ЕН. Тогда (предложение 4) существует такая мера A’ 
на Х/Н, что u=N?. Согласно следствию 1, на Х/Н существует 
такая локально А-интегрируемая функция Lg, что λ'--ρ.λ. В силу 
предложения 6 имеем PRE NF (go rt, откуда [=gon 
локально ^*-почти всюду. 

11 н. Бурбаки 
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Следствив 3. а) Пусть (A,)er —cemeücmeo действительных 
мер на X/H. Для того чтобы семейство (λι) было мажорировано 
в M (X/H), необходимо и достаточно, чтобы семейство (\*) было 
мажорировано в οἵ (X), и тогда справедливо равенство 


sup (AF) = (sup À) de 


b) Пусть %— действительная мера на X/H. Имеем (X+)* = 
= (А и (= (AY. 

с) Пусть A— комплексная мера на Х/Н. Тогда |^|* --|λ |. 

Допустим, что семейство (A,) мажорировано, и положим LU = 
— sup À. Так как A>0 влечет ^*>0, то > для каждого L, 
чем показано, что семейство (№) мажорировано и 


(sup λι) * > sup (A). 


Обратно, допустим, что семейство (A) мажорировано, и пусть 
v= sup (λό). Так как Ô(E)AF—Ax(Ë)AË для любого EEH, το, 
очевидно, 0(&) у=Ан (&) у, и, следовательно, существует такая 
мера и’ Со (Х/Н), что v=w*. А так как A*>0 влечет À>0, 
TO uw’ >A, для каждого t, чем показано, что семейство (A,) мажо- 


рировано и v=p'* > (sup ΤΩΣ, откуда 
зар (Л, ) > (sup A)”, 


что и завершает доказательство утверждения а). Отсюда сразу 
вытекает утверждение b), так как, например, À* есть не что иное, 
‘как sup(A, 0). Для доказательства с) достаточно заметить, что 
|’ | = зар K(aÂ) для комплексных α C модулем, равным 1, 
а с другой стороны, -что R(u#) = (Ru)* для каждого u € H(X/H). 


Замечания. 1) Предложение ба) можно выразить иначе, 


сказав, что À есть исевдообраз меры ^* при отображении x (гл. VI, 
$ 3, определение 1). 

2) Предположим, что H компактно, а В нормирована. Насыще- 
ние любого компактного подмножества из Х компактно. Следо- 
вательно, если f Е “#(X/H), то fon Е K(X), и для любой положи- 
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тельной меры A на Х/Н предложение OC) дает нам 


| (fem фам ()-- | 109. 
x :X/H 
Иными словами, À есть образ меры À* при отображении π. 
3) Следствие 3c) предложения 6 сразу показывает, что резуль- 
таты этого п” остаются справедливыми для случая комплексных 
мер (кроме тех, в которых присутствует верхний интеграл). 


4) Пусть m есть векторная мера на X/H со значениями в Е ид — 
полунепрерывная снизу полунорма на Ё. Для того чтобы m была 
9-мажорируема (гл. УТ, $ 2, определение ὃ), необходимо и достаточно, 


чтобы этим свойством обладала m*, и тогда g(m*) — 9(т)*. Это 
сразу вытекает из определений и следствия За). 

Пусть, с другой стороны, U есть положительная мера на Х/Н. Для 
того чтобы m имела скалярно базис и, необходимо и достаточно, 


чтобы т* имела скалярно базис ui * : это вытекает из следствия 1. 
Наконец, если m имеет базис и и плотность Г относительно μ 


(гл. VI, $ 2, определение 4), то m* имеет я u и плотность Гол: 
это следует из предложения 6c). 


4. Случай, когда X/H паракомпактно 


Если Х/Н паракомпактно, то мы прежде всего убедимся в том, 


что векторные пространства &%*(X) с переменным y все изоморфны 
между собой и, в частности, изоморфны KUX). 


ПредложЕниЕ 7. Предположим, что X/H паракомпактно. 
Пусть y — непрерывное представление Н в В*. 

а) На Х существует такая непрерывная функция г со значе- 
ниями >0, umo τ(αξ) = χ(ξ)τ(α) для любых x EX и Е ЕН. 

b) Отображение gr gir есть изоморфизм векторного про- 
странства &"(X) на векторное пространство K1(X). 

Применим предложение 1, взяв в качестве f функцию >0, 
не равную тождественно нулю ни на какой орбите (что возможно 
в силу леммы À Приложения 1); тогда г = Ё удовлетворяет усло- 
виям, указанным в а). Утверждение b) очевидно. 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Предположим, что X/H паракомпактно. 
Существует непрерывная функция h > 0 на X, носитель которой 
имеет компактное ‘пересечение с -насыщением любого компактного 

11° 
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подмножества из Х и такая, mo h Е Для такой функции 


имеем 8 = (h-(gen))P, какова бы ни была непрерывная функция 
g на X/H. | 

Применим предложение 1 су = 1, взяв в качестве f функцию 
`>0, не равную тождественно нулю ни на какой орбите. f!(x) > 0 
в каждой точке x их X. Положим h = f/f’. Тогда hi = fi/fi = 1, 


и, следовательно, h? = 1. Поэтому для всякой непрерывной функ- 
ции g на Х/Н имеем (h-(gom))? == μιν «ο a 


Замечания. 1) Пусть, в частности, X — локально ком- 
пактное пространство, на котором действует справа, непрерывно 
и совершенно, дискретная группа D; предположим, что X/D пара- 
‘компактно. Тогда на Х существует непрерывная функция h > 0, 
носитель которой имеет компактное пересечение Ὁ насыщением 


любого компактного подмножества из X и такая, что >) й(ха) =1 
deD 


для любого x € X (все члены суммы, кроме конечного их числа, 
равны нулю). | 

2) Сохраним предположения и обозначения предложения 8. 
Отображение gr>h-(gon) есть непрерывное отображение про- 
странства &(Х/Н) в & (X), являющееся правым обратным к ото- 


бражению LEE Следовательно, всякое ограниченное (соотв. 
компактное) подмножество из “(X/H) есть образ некоторого огра- 
ниченного (соотв. компактного) подмножества из (X). Отсюда- 


сразу следует, что отображение AH>A* есть снова изоморфизм 
пространства oM(X/H) на замкнутое векторное подпространство 
пространства M(X) при наделении этих пространств топологией 
ограниченной (соотв. компактной) сходимости. 


ПрЕдложенНИЕ 9. При сохранении предположений и обозначений. 
предложения ὃ, пусть À — положительная мера на X/H. 
a) Пара (x, №) ^*-приспособлена и | h (x) вл(х)а^* (x) = À. 
x 
Ὁ) Отображение п является собственным относительно меры 


й. №, и w(h-A#) =A, 
_ с). Пусть К есть функция на Х/Н со значениями в 6anaxo- 


вом. пространстве или в В. Для того чтобы К была измерима 
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(соотв. локально интегрируема, существенно интегрируема, интег- 
рируема) относительно À, необходимо и достаточно, чтобы 
й.(Кол) была таковой относительно À; и если К существенно 
интегрируема относительно À, то 


| кал = | №. (kom) 42%. (14) 
_ X/H X 


Пусть fCéÆ (Х/Н). Тогда h- (fom) EX (X), u 


fete (= [гда [веба ®= | ах), 
Н 


X X/H А/Н 


откуда следует а). Утверждение b) доказывается точно так же. 
Тогда утверждения из ©), касающиеся измеримости и существен- 
ной интегрируемости, равно как и формула (14), выводятся при- 
менением результатов главы Υ ($ 4, предложение 3, $ 5, предло- 
жение 4, $ 4, теорема 2). Если % /-интегрируема, той. (Кол) A#-uH- 
тегрируема (гл. У, $ 3, теорема 1). Если h-(k on) ^*-интегрируема, 


то предложение 5 показывает, что (h-(kon))P =h?-kK=k ^*-инте- 
грируема. Если № локально А-интегрируема, то h-(kort) локально 
^*-интегрируема (предложение 6). Предположим, наконец, что 
h-(kom) локально ^*-интегрируема; для любого f C4 (X/H) функ- 
ция h-(kon)-(fon) имеет компактный носитель и 


[ke (Кол). (ол) |< М В: (Кол) |, 


rye М = sup |} |; следовательно, h-((kf)on) ^*-интегрируема и, 
значит, kf Л-интегрируема в силу уже доказанного; это показыва- 
ет, что № локально А-интегрируема. 


Следствие. Непрерывное линейное отображение f pp npo- 
странства L1(X, A*) в L(X/H, À), определенное предложением 5, 
сюръективно. 

Предположим сначала, что X/H паракомпактно, и пусть h — 
функция на Х, удовлетворяющая условиям предложения 8. 
Если К — существенно А-интегрируемая числовая функция, TO 


й- (Кол) существенно ^*-интегрируема и, очевидно, (№. (Кол))? =k. 
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В общем случае, пусть u Е L(X/H, À). Существует функция 
ГЕЖЦХИН, i), принадлежащая классу и и обращающаяся в нуль 
вне некоторого счетного объединения компактных множеств К». 
Определим по индукции последовательность таких относительно 
компактных открытых множеств U, из Х/Н, что О > К), |) 
UU,, и пусть У — объединение множеств U,. Тогда V есть от- 
крытое подмножество из Х/Н, являющееся счетным объединением 
компактных подмножеств U,, и, стало быть, паракомпактно (Общ. 
топ., гл. I, 3-е изд., $ 9, теорема 5). Положим У = л-КУ) и обо- 
значим через Ay (соотв. Ay) меру, индуцированную на V (соотв. У) 
мерой A (соотв. A*). Ясно, что Y/H отождествимо с V (Общ. τοπ., 
гл. I, 3-е изд., $ 3, предложение 10), а wi отождествимо с (Ay)*. 
Кроме того, f равна нулю вне V и принадлежит £1(V, Ay). Следо- 
вательно, существует такая функция 2 € LUY, Av), что ο’ aoe | 
почти всюду Ha V. Продолжив g нулем на X — У, получим функ- 
цию gı © £1(X, À*), и ясно, что класс функции g? в LUX/H,\) 


есть не что иное, как и. 


Замечание. 3. Предположим, что Х/Н паракомпактно, и 
сохраним обозначения предложения 9. Тогда отображение kr 


> h(kon) пространства L1(X/H, À) в LUX, %*) изометрично в си- 


лу (14) и является правым обратным к отображению f f? 
пространства L{X,A*) на L1(X/H, 4). 


à. Reaszsuuneapuanmnre меры HA однородном 
пространстве 


JIEMMA 3. Пусть G — локально компактная группа, и — левая 
мера Хаара на С, v шу — ненулевые квазиинвариантные меры 
на а. Если для любого $ Е G плотности Y(s)v относительно у и 
v(s)v’ относительно \’ равны локально W-noumu всюду, то v u ν' 
пропорциональны. 

CV =о:ц, V = p'-u, где о и о’ — локально и-интегрируемые 
функции на С, всюду отличные от нуля ($ 1, предложение 11). 
Для любого $ ЕС имеем 


v(s)v = (γ(ϑ)ρ)-μ. γίϑ)ν’ = (γ(ϑ)ρ’)-μ, 
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и, в силу условия леммы, Op t-y(s)o = p’"!-y(s)p" локально 
ц-почти всюду. Положим © =р’/0о; с — ц-измеримая функция 
на С. Для любого «Ες имеем y(s)o = о локально и-почти 
всюду. Поэтому, в силу следствия 2 предложения 6, примененного 
к Х — H =G, 0 равна постоянной локально п-почти всюду. 


Пусть G — локально компактная группа и Н — ее замкнутая 
подгруппа. Рассмотрим однородное пространство G/H левых клас- 
сов по Н, на котором G действует непрерывно слева. Покажем, 
что существует, и притом единственный, класс ненулевых квази- 
инвариантных мер Ha Ο/Η, 

Заметим, что Н действует на С непрерывно и совершенно как 
группа правых переносов; и порождаемое при этом факторпро- 
странство, являющееся не чем иным, как G/H, паракомпактно 
(Общ. топ., гл. ПТ, 3-е изд., $ 4, предложение 13). Таким образом, 
применимы результаты nn 1—4 с X = G. Следовательно, имеем 
отображения fe>f> пространства οὔ (G) на € (G/H) и Ань А 
пространства oM(G/H) в N(G, (как только на Н зафиксирована 
левая мера Хаара В). To, что G действует слева в G/H, порождает 
дополнительное свойство: 


_ Твин (8) -}” =(ye(s)-f)? (ες, fE& (ὦ), (15) 
(vera ($) -^)* = yg (s)-A# — (64, λΕοή (G/H)). (16) 


В самом деле, для любого ХЕ имеем. 
(van (5) +f?) (п (x)) =f? (51π (2)) = f? (π(ο1α)) = 
= | F628) 8 © = À (γω 6) ἢ @9 dB © = (с © D? (πῶ), 
H H 


откуда следует формула (15), влекущая формулу (16). 


ЛеммА A. Пусть À — ненулевая мера на G/H и u — левая мера 
Хаара на а. Следующие свойства равносильны: 

a) À квазиинвариантна относительно G; 

b) для того чтобы множество А < G/H было локально À-npe- 
небрежимо, необходимо и достаточно, чтобы д-КА) было локаль- 
но и-пренебрежимо; 

с) мера A* эквивалентна и. 
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_ Предположим, что amu условия выполнены, и пусть À* = p-u, 
где р — ловально п-интегрируемая функция, всюду отличная 
от нуля. Гогда для любого $ Е G плотность 0, меры ус/н($)^ от- 
носительно À такова, что 
_ 9 (st) 
Os (AE) (17) 
локально W-noumu всюду на G. 

с) = b): это сразу следует из предложения ба). 

b) = а): если свойство b) выполняется, то множество’ локально 
^-пренебрежимых подмножеств из G/H инвариантно OTHOCH- 
тельно G и, следовательно, А квазиинвариантна относительно G. 

а) => с): предположим, что A квазиинвариантна относительно G; 
для любого $СС меры A и yon ($) ^ эквивалентны и, значит, 
A# и | 


γα ($) -^* = (γα/η (s)-À)* 


эквивалентны (следствие 1 предложения 6); так как At, 
то A# эквивалентна u ($ 1, предложение 11). 
Кроме того, для любого s€G имеем 


(9:21). A4 = (0,-2) # = (фон (9) №) = va (s) M = 


= (ye (5) ee, 


откуда следует (17). 
Равносильность а) и b) влечет прежде всего сформулирован- 
ный уже выше результат единственности, и даже более точный 


результат: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть а — локально компактная группа и Н — 
ее замкнутая подгруппа. 

a) Две ненулевые квазиинвариантные меры на G/H эквивалент- 
ны; подмножества из G/H, локально пренебрежимые относительно 
этих мер, — это те подмножества, прообразы которых в С локалъ- 
но пренебрежимы относительно меры Хаара. 

_ b) Пусть Ли № — ненулевые квазиинвариантные меры на G/H. 
Если для любого $ Е а плотности меры Yayıı(s) относительно À 
и меры 7тс/н($) относительно X равны локально почти всюду 
относительно À (или λ΄), то À u X пропорциональны. 
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а) сразу следует из леммы 4. Пусть À и A’ — ненулевые ква- 
зиинвариантные меры, удовлетворяющие условию утверждения 
b). Тогда для любого $ Е G плотности меры γοίϑ)λ᾽ относительно 
Л* и меры yc(s)\' * относительно N'* равны локально и-почти всю- | 
ду и, следовательно (лемма 3), ни” пропорциональны, а зна- 
чит, Ли Л’ пропорциональны. 


С другой стороны, лемма 4 сводит отыскание ненулевых ква- 
зиинвариантных мер на G/H к отысканию мер на С, эквивалент- 
ных мере Хаара и имеющих вид A". На этот счет имеется следую- 
mad лемма: | 


JIEMMA 9. Пусть u — левая мера Хаара на G и р — локально 
и-интегрируемая функция. Для того чтобы p-u имела вид a 
необходимо и достаточно, чтобы для любого ξ Е Н выполнялось. 
равенство 


р (2) = Ор (x) (18) 


локально и-почти всюду на G. 
Утверждение, что р-м имеет вид A*, сводится к тому, что для 
любого & € H имеем Ô(Ë)(p-u) = Ан(&)о-и (предложение 4). Но 


0(5)(©-№) = (6(8)p)- Eu) = Δο(ξ)(δ(ξ)ρ)-μ, 


откуда и следует лемма. 
Теперь мы можем установить сформулированный выше ре- 
зультат существования и даже более точный результат: 


Tropema 2. Пусть G — локально компактная группа, H — ee 
замкнутая подгруппа, u — левая мера Хаара на @ и В — левая 
мера Хаара на Н. 

а) Существуют такие непрерывные функции р > 0 на (4, что 


о (22) = 0 (x), каковы бы ни были хЕС и ECAH. 


b) Если задана такая функция о, можно построить меру À — 
= (p-u)/ß на G/H, и эта мера À будет положительной ненулевой 
квазиинвариантной относительно G. 

с) ρ(6α)/ρ(α) при $, x из G зависит только om $ u n(x) u, следо- 
вательно, определяет такую непрерывную функцию „VO на 
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GX(G/H), umo 


__ © (52) 
1 (6, a (2)) = 202. (19) 
Тогда имеем 
Υα/Η(ϑ)λ = χ(6-},:)-λ для всех $ ЕС. (20) 


а) вытекает из предложения 7. 
Ὁ) вытекает из лемм 5 и 4. 
с) вытекает из (17). 
Замечания. 1) Из замечания 1 n° 3 следует, что ненулевые 


квазиинвариантные меры Ha G/H — не что иное, как псевдообразы 


при отображении л меры Хаара на G. 
°2) Если G — группа Ли, то, как мы покажем в своем месте, 


функцию о теоремы 2 можно выбрать бесконечно дифференцируемой. . 


При условиях теоремы 2 некоторым результатам nn ὃ и 4 
можно придать следующий, более специальный вид (учитывая 
теорему 2 и предложение 2 $ 4 главы У, чтобы перейти от свойств 
относительно U к свойствам относительно р-р): 

а) Пусть f есть иц-измеримая функция на С со значениями в TO- 
пологическом пространстве, постоянная вне счетного объединения 
и-интегрируемых множеств; тогда множество тех x EG/H, для 
которых функция § +> f(x) не В-измерима, локально А-пренебре- 
жимо. 

b) Пусть f есть ц-измеримая функция 220 на G, равная нулю 
вне счетного объединения ц-интегрируемых множеств. Тогда 


функция £r> | “A28) dß(E) на G/H A-usmepuma u 
if 


J P@o@a(w)= aa tesa® (ὥ-πίθ) 


G G/H H 
с) Пусть f есть u-uHTerpupyemas функция на С со значениями 
в банаховом пространстве или в NR. Тогда множество Tex 
2€G/H ‚ для которых & => [(αξ) не В-интегрируема, Л-пренебре- 
жимо; функция д => | Г (x&) dB (Е) Л-интегрируема и 
H 


À F(@)p(@) du (a = | ar@ | Fe αβ (0. 
G 


G/H H 
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4) На С существует непрерывная функция h > 0, носитель 
которой имеет компактное пересечение с насыщением КН каждо- 


го компактного подмножества К из G и такая, что |725) dß(E) = 
H 

= 1 для всех x €G. Для того чтобы функция g Ha G/H была изме- 

рима (соотв. локально интегрируема, существенно интегрируема, 

интегрируема) относительно A, необходимо и достаточно, чтобы 

й. (дол) была таковой относительно и; и когда Y существенно инте- 

грируема относительно À, имеем 


| ушам = | h(x) g (x (x) p (2) du (2). 
G 


G/H 


6. Относительно инвариантные меры 
HA однородном пространстве 


Пусть всегда С — локально компактная группа, Н — ее замк- 
нутая подгруппа и В— левая мера Хаара на НЯ. 


Лемма 6. Пусть ^— мера на G/H u х— непрерывное npedcmae- 
ление G в C*. Следующие свойства равносильны: 

a) Л относительно инвариантна на G/H с мультипликато- 
ром χ; | 

b) ^* относительно инвариантна на С с левым мультиплика- 
тором χ; 

с) A# имеет вид ax-u (a€C). 

Условие а) означает, что для любого SEG имеем 


γα/Η (8) À -- (5); 
это равносильно тому, что (γο/Η ($) ^)* = y,(s)"1A#, то есть 

γα (8) A# = (5$) "А*. 
Отсюда — равносильность а) и b). Равносильность b) и с) вытекает 
из следствия 1 предложения 10 $ 1. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть а — локально компактная группа, Н — ee 
замкнутая подгруппа, 1 (соотв. В) — левая мера Хаара на G 
(соотв. Н) и y — непрерывное представление @ в C*. 

а) Для того чтобы на G/H существовала ненулевая относи- 
тельно инвариантная относительно @ мера с мультипликатором у, 
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необходимо и достаточно, чтобы χ(ξ) = Ax(§)/Ac(§) для всех 
5 ЕН. 

b) Tozda эта мера единственна с точностью до постоянного 
множителя; более точно, она пропорциональна (X-W)/P- 

Для того чтобы на G/H существовала ненулевая относительно 
инвариантная относительно С мера с MY льтипликатором X, необ- 


ходимо и достаточно (лемма 6), чтобы χ-μ. имела вид АИ: и, следо- 
вательно (предложение 4), чтобы S(E)(yeu) = Δμ(ξ)ίχ:μ) для 
всех & СН. Это условие записывается так же в виде χ(ξ)χ: Ас(&)и= 
= Ан(&)х-ц, то есть 

x(8) = An()/Ac(E), 


для всех § € H. Отсюда следует a). Утверждение Ὁ) сразу сле- 
дует из леммы 6 и того факта, что отображение À > ^* инъективно. 


В $3 (n° 3, пример 4) мы приведем очень простые примеры, 
в которых представление & -> Ан (&)/Ас (&) не продолжается до непре- 
рывного представления группы С в C*. Стало быть, в этом случае 
не существует никакой ненулевой комплексной меры на G/H, отно- 
сительно инвариантной относительно G. 


Следствие 1. Для того чтобы на G/H существовала ненулевая 
положительная мера, относительно инвариантная относитель- 
но G, необходимо и достаточно, чтобы существовало непрерывное 
представление группы @ в В*, продолжающее представление E => 


> An(§)/Ac(6). 


Отметим, что когда Н унимодулярна, это условие выполняется. 


Следствие 2. Для того чтобы на G/H существовала ненулевая 
положительная мера, инвариантная относительно G, необходи- 
мо и достаточно, чтобы Ас совпадала с Ан на Н. 


Следствие 3. Предположим, что Н унимодулярна и на GIH 
существует, ненулевая ограниченная положительная мера у, отно- 
сительно инвариантная относительно С. Тогда v инвариантна, 
а С унимодулярна. | 

Пусть χ — мультипликатор меры v. Для любого $ ЕС меры v 
и y(s)v имеют одинаковую конечную общую массу ($ 1, форму- 
ла (6)); а так как y(s)v = y(s) lv, то y(s) = 1. Следовательно, ν 
инвариантна. В вилу следствия 2, Ас($) = A для всех $ ЕН. Пусть 
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С’ — множество тех { Е С, для которых Ag(t) = 1. Это — замкну- 
тый нормальный делитель группы G, содержащий Н. Пусть п — 
каноническое отображение G/H на С/С’. Тогда л(у) — ненулевая 
ограниченная положительная мера, инвариантная относительно 
С. Поэтому левая мера Хаара группы С/С’ ограничена, так что 
С/С’ компактна ($ 1, предложение 2). Следовательно, образ груп- 
пы С при отображении Ag есть компактная подгруппа из В*; эта 
подгруппа сводится к {1}, и, значит, Ас = 1 Ha всей группе G. 


3. Мера Xaapa на faxmopepynne 


ПредложЕНИЕ 10. Пусть С — локально компактная группа, 
С’ — ee замкнутый нормальный делитель, С” — группа G/G', п — 
каноническое отображение группы С на С/С’ и a, a’, a” — левые 
меры Хаара на С, С’, С". 

a) Домножив, в случае необходимости, α на постоянный мно- 


житель, имеем a” = ala’. В частности, если | € #(G), mo 
| F(x) ἀα(ὦ = | da” (a) | 1а® da ® — @= x(x). 
G G” G’ 


Ὁ) Ag(&) = Ag (&) для всех EEG’; в частности, если G унимо- 
дулярна, mo G' тоже унимодулярна. 

с) Ядро представления Ас группы @ в В* есть наибольший 
унимодулярный замкнутый нормальный делитель группы G. 

Применяя теорему 3c y =1 (зная, что здесь существует мера 
на С/С’, инвариантная относительно G, а именно, α΄), получаем 
a) и b); с) тотчас следует из b). 


Предложение 11. В обозначениях предложения 10, пусть и — 
такой автоморфизм группы G, что u(G’) = С’, далее, и’ — суже- 
ние и на G и и” — автоморфизм группы σα”, получающийся из и 
факторизацией. Гогда 

mod (и) = modg- (и’) modg- (u”). 
В самом деле, если a” =a/a’, то u”(a’)=u(a)/u' (a’), то есть 
"\—1 и -1 1\-1 ; moda, (u’) 
mode» (w”) (@”) = mode (u)! a/modg (и’) Ta = —-— 


mod, (u) 
τῷ mod, (и) 


” 


a”, откуда и следует предложение. 
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Следствие. Дия любого хЕ@ имеем 
Ас (x) = Acye (x) mod (iz), 


где x означает канонический образ элемента x в G/G’, a ix — 
автоморфизм $ => х "5х группы G'. 
Это вытекает из предложения 11 и формулы (33) § 1. 


8. Одно свойство транзитивности 


X Пусть X — локально компактное пространство, в котором 

| действует справа, непрерывно и совершенно, локально 
Х/Н’ компактная группа Я, по закону (x, &) => 2Е (x EX, ECA). 

y Пусть, далее, Н’— замкнутая подгруппа группы Н; тогда 
X/H Н’ действует справа непрерывно и совершенно в Х. Обозна- 
чим через л, л’и о канонические отображения X на X/H, X πα 
Х/Н’ и H на H/H'. 

Пусть В и В’ — левые меры Хаара на H и H’; предположим, 
что Ан и Ag: совпадают на Н’; значит, можно построить меру 
В/В” на H/H’, левоинвариантную относительно Н (теорема 3). 
С другой стороны, пусть μ. — такая положительная мера Ha X, 
что | 


δ(ξ)μ = Ан(8)и 


для всех Е ЕН; значит, можно построить меры μ/β на Х/Н и u/ß’ 
на Х/Н’ (предложение 4). Запишем p/p’ как интеграл, относи- 
тельно μ/β, семейства мер на Х/Н’, индексами которого служат 


точки из Х/Н. При Н’ = {е} мы вновь приходим к ситуации n° 3. 


Va 
ΧΑ --Ἡ Отображение (x, &) > л’ (αξ) произведения X X H 


ΠΎ фр в Х/Н’ непрерывно; а так как π΄ (αξ) = л’ (αξξ’) 
Χ/Η’ = Н/Н’ для всех &'СН’, то это отображение определяет 
факторизацией непреривное отображение произве- 
дения X X (H/H') в X/H'; отсюда, для каждого фиксирован- 
ного ХЕХ имеется частичное отображение w,: Н/Н’ --» Х/Н', 
получаемое факторизацией из отображения py: & => cE группы 
-Н в X. Отметим, что Wye = ψφχογπ(ξ) и, значит, Oy = 
= ®х°\н/н’(Е) для всех § € H. 
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ЛЕммА 7. Пусть К — компактное подмножество из X/H', 
а L — компактное подмножество из Х. Тогда U wx (К) относи- 
xEL 


тельно компактно в H/H'. 

Пусть Κι — такое компактное подмножество из X, что 
л’(К!) = К. И пусть K, — множество тех & ЕН, для которых LE 
пересекается с Κι. Тогда К. компактно (Общ. τοπ., гл. III, 3-е 


изд., $ 4, теорема 1). Пусть Ё таково, что p(&) € U о(К). Сле- 
xEL 


довательно, существует такое x € L, что w,(p(&)) € К; иными сло- 

вами, такое, что m (x&) Е К. Поскольку л’(К!) = К, существует 

такое E € H’, что ЕЕ’ € Κι. Тогда ЕЕ’ € Ko, и, значит, p(é) = 

= p(&§’) Е p(K2). Таким образом, доказано, что U ох (К) < р(К.). 
xe 


Эта лемма показывает прежде всего, что отображение Wy 
совершенно. Стало быть, можно образовать меру ®„(В/В”) на Х/Н’, 
сосредоточенную Ha @.(H/H') = n'(p,(H)) = л’(хН). Если f € 
Е &#&(X/H'), то доказанная только что лемма 7 и лемма 1 $ 1 по- 
казывают, что функция x => (f, ©,(B/B')) непрерывна на X; кро- 
ме того, (f, o(B/B’)) обращается в нуль, когда supp f не пересе- 
кается с (cH), иначе говоря, когда U(x) не принадлежит канони- 
ческому образу supp f в X/H. 

Впрочем, если € € H, το 


xg (β/’) = Ox (γη/Η’ (5) (667) = ®х (β/β’). 
Следовательно, отображение 2+ > w,(B/B’) пространства X 
в оД(Х/Н”) определяет факторизацией отображение ur> (В/В’)„ 
пространства Х/Н в cH(X/H'). Вышеизложенное показывает, что. 
для каждого f € (X/H') отображение ur> (f, (B/B'),) непре- 
рывно и имеет компактный носитель. Следовательно, отображе- 
ние ur> (В/В’), есть широко непрерывное и (в/В)-согласованное 
семейство мер на X/H', имеющее ХИН множеством индексов. 

Пусть x EX и u=n(e) ЕХ/Н. Пусть, далее, f — функция 
на Х/Н’ со значениями в банаховом пространстве или в В. Соглас- 
но теореме 2 $ 4 главы V, для того, чтобы f была (В/В”)„-интегри- 
руема, необходимо и достаточно, чтобы функция p(s) > 
> f(o(p(§))) =f (т (хЕ)) на H/H’ была (В/В”)-интегрируема, и тогда 


| fw) ав» (м) = J Fa (28) а 8/8’) © Е =Р(®)). (21) 


X/H’ H/H’ 
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Аналогичные свойства имеют место для измеримости, верхнего 
интеграла и существенного интеграла. 


ПьедложениЕ 12. Имеем 


| (θη. а (WB) (д = в. (22) 


х/Н 
Пусть FEX(X) u пусть fPEX(X/H') определена равенством 
PP (a) = | f (28°) dB" (€). 
. Η΄ 
Достаточно in (cm. n°2), что f° имеет один и TOT же интег- 


pam относительно обеих частей равенства (22). Ho (μ/β’, f?)= 
— (u, f). С другой стороны, 


4 | (β/β'}α а (В) (и), ia | (B/B’)u, 5) d(u/B) (u). 
X/H ΧΗ 
Пусть FOX И = ns): Имеем 


(BIB us f°) = (ox (ВВ), №)= | (в) dB) ®= 


Н/Н’ 


= | ER) dBB)È= | ABI) | f(s’) apg) = 


H/H’ Η/Η’ Η 
= | flat) 489. 
Н 
Следовательно, 
< | Φβιάῳθ)ω, >= | dub | Fee) ав ® =ць N, 
X/H X/H H 


и предложение доказано. 


Следствие 1. а) Пусть f— функция на X/H' со значениями 


в банатовом пространстве или в В, интегрируемая относительно 
u/B’. Существует (и/В)-пренебрежимое множество N < X/H, обла- 
дающее следующим свойством: если zEX таково, что п (т) 6 М, 


то функция fow, на Н/Н’, то есть функция Е > f (n’ (αξ)), ин- 
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тегрируема относительно В/В’; интеграл \ f (n' (αξ)) а (В/В’) (Е) 
H/H’ 
зависит только OM х= N(x) и является (р В)-интегрируемой функ- 


цией от ZX; при этом справедливо равенство’ 


| в) = | 4/9) (2) | /ίπ' (а8)) 98/8’) ©. 
X/H ΧΗ H}H' 
b) Пусть f— функция 7 0 na Х/Н’, измеримая относительно 
μ/β’ u равная нулю вне счетного объединения (u/$")-unmeepupye- 


мых множеств. Тогда π(α) -= = (m (2Е)) d(B/B’) (Е) (ц/В)-изме- 
H/H’ 
римо, и 


зав = J" 948) (a) } F(a (#8) d (BiB) ©. 


Χ/Η’ X/H H/H’ 


с) Пусть Г — функция на Х/Н’ со значениями в банаховом — 


пространстве или в В, измеримая относительно μ/β’ и обращаю- 
щаяся в нуль вне счетного объединения (и/В’)-интегрируемых 
множеств. Тогда для того, чтобы f была (в/В’)-интегрируемой, 
достаточно, чтобы 


ap) | IF HAB) À <+ ο. 


X/H H/H’ 


Следствив 2. Иусть G — локально компактная группа, a A 
и Б — ее замкнутые подгруппы, причем А > В. Предполо- 
жим, что на однородном пространстве G/B левых классов по В. 
существует ненулевая положительная мера À, инвариантная 
относительно G и ограниченная. 

a) Канонический образ меры α на G/A есть ненулевая положи- 
тельная мера, инвариантная относительно @а и ограниченная. 

b) Ас совпадает с Ад на А ис Δρ Ha В. 

с) На однородном пространстве А/В левых классов A по В 
существует ненулевая положительная мера, инвариантная отно- 
сительно А и ограниченная. | 

Утверждение а) очевидно. Утверждение b) вытекает из а) 
и следствия 2 теоремы 3. В силу b), Ал совпадает с Δρ на В и, 
значит, можно применить результаты предыдущего n°, приняв 
12 H. Бурбаки | 
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в них X — G,H = A, H’ = В. Функция 1 на G/B o-unterpupyema. 
Согласно утверждению a) следствия 1, функция 1 на А/В инте- 
грируема относительно В/В’, где В и В’ означают левые меры 
Хаара на A и В; следовательно, В/В’ ограничена. 


9. Построение меры Хаара группы, исходя 
из мер Хаара некоторых nodepynn 


Пусть G — локально компактная группа, a Х и У — такие ee 
замкнутые подгруппы, что 2 = ХУ содержит окрестность 
U элемента e. Тогда Q открыто в G; в самом деле, для любых 
to Е X n yo Е У имеем ХУ = (xoX )(Y Yo) > LoU Yo, а XOUYo — окрест- 
ность точки Xoo; следовательно, {2 есть окрестность каждой 
своей точки. 

°Когда С есть группа Ли алгебры Ли g, то условие, наложенное на x 
и У, удовлетворяется, если подалгебры, соответствующие X и У, имеют 
своей суммой ᾳ., | 

Группа X x У действует непрерывно слева в G по закону 
(x, y)-s = 1591 (EX, yEY, $ ЕС). Пусть Z = ХПУ. Стаби- 
лизатором элемента е в Х X У служит подгруппа Zo группы 
X x У, составленная из пар (2, 2), где 2 Е Z, канонически изоморф- 
ная Z. Следовательно, множество |) отождествимо с однородным 
пространством левых классов (Х X Y)/Zo; более точно, отобра- 
жение (x, у) -> ху" группы X X У на Q определяет факториза- 
цией непрерывную биекцию (X X Y)Zo на 9. Будем предпола- 
гать, что это отображение есть гомеоморфизм. (Именно это имеет 
место, если G счетно в. бесконечности; см. Приложение 1.) 


ПредложЕнИиЕ 13. Предположим, помимо того, umo Z компакт- 
на. Пусть Ug, их, by — левые меры Хаара "ας, Χ, Уи A — cy- 
жение Ас на У. Тогда сужение u меры Ug на (ὁ есть, с точностью 
до постоянного множителя, образ меры их ® (A’!-uy) при (co- 
вершенном) отображении (x, y) > ху" произведения Х x У na, 

Для всех ЕХ, y ΕΥ имеем 


γ((α, у))ь, = ὁ(υ)γία)μ = Асы. 
Отождествляя Q с однородным пространством (X X Y)/Zo и выби- 
рая надлежащим образом меру Xaapa на Zo, получаем, что u* 
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есть произведение левой меры Хаара группы Х х У, а именно, 
их ® цу, на функцию (x, у) => AG(y) * (лемма 6). С другой сто- 
роны, U есть, с точностью до постоянного множителя, образ меры 


и* при каноническом отображении X X Y na © (n° 3, замечание 2). 


Следствие. Пусть Г — функция, определенная на Q и прини- 
мающая значения в банаховом пространстве или в В. Для того 
чтобы f была ц-интегрируема, необходимо и достаточно, чтобы 
функция (т, у) => Г(ту)Ас(у)Ау(у) "была (ux ® ву)-интегрируе- 
ма; тогда 


| /ίω) ар (о) =а | | Flay) Ac (4) Ar WY арх (@) ву (9), (23) 


Q ΧΧΥ 


где а — постоянная > 0, не зависящая om f. 

Согласно только что доказанному предложению 13 и теореме 2 
$ A главы У, для того, чтобы f была и-интегрируема, необходимо 
и достаточно, чтобы функция (x, у) => f (zy!) была интегрируема 
относительно меры Ux @ (A’!-liy), или, еще, чтобы функция 
(x, у) > f (ay Ас(у)-* была интегрируема относительно меры 
Ux © цу, или, еще, чтобы функция (x, у) => f(ry)Ac(y)Ay(y)7 
была интегрируема относительно меры их ® ву. Аналогичным 
рассуждением получается формула (23). 


ПрЕдложЕНИЕ 14. Предположим, что выполнены условия пред- 
ложения 13 и что при этом У — нормальный делитель. 

а) Сужение меры Ug на © есть, с точностью до постоянного 
множителя, образ меры µχ ® Uy при отображении (x, у) > xy 
группы Х ХУ на Q. 

b) Для всех x EX u y E Ÿ имеем 


Ac(zy) = Ax(x)Ay(y)mod(i,), 


где ix, означает автоморфизм vr> x vr группы У. 

Так как Ag = Ay на У (предложение 10b)), то а) следует 
из (23). Пусть zo ЕХ, yo ЕТ. Обозначим через. р отображение 
(x, у) => ay группы X X У на ©. Так как 


LY (ZoYo) * yr; = LL" (ZoYY5" 25°) +. Ein in (USE | 
42% 
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TO 
Ас (XoYo) Р (Ux ® цу) = ὃ (500) P (Ux ® ву) = 
= D (6 (Xo) их ® i,-ıÖ (Yo) му) = 
= p (Ax (50) их Ὁ Ay (Yo) (mod 1.) Uy) = 
= Ax (20) Ay (Yo) (mod ixg) P(x ® ру), 
откуда следует b). 


Замечание. Предложение 14 применимо, в частности, 
к случаю, когда G есть топологическое полупрямое произведение 
X на У (Общ. τοπ., гл. ПТ, 3-е изд., $ 2, n° 10). В этом случае 
Z = {е}, а Q =G, Так как ух = zi,(y) для всех EX, yEY, 
то ис тоже будет, с точностью до постоянного множителя, образом 
меры (modi,)ux ® Uy при отображении (X, y) > ух произведе- 
ния X X Y BG. 


10. Интегрирование в фундаментальной области 


Пусть Х — локально компактное пространство и Н — дискрет- 
ная группа, действующая справа непрерывно и совершенно 
в Х. Пусть, далее, л — каноническое отображение Х на Х/Н. 
Для каждого x € X обозначим через H, стабилизатор элемента 
хв Н; это — конечная подгруппа группы Н (Общ. τοπ., гл. ПТ, 
3-е изд., $ 4, предложение Δ); пусть n(x) означает ее порядок. 
Для каждого $ ЕН имеем Hxs = s'H,s и, значит, n(xs) = n(x). 
Существует такая открытая окрестность U точки x, что (7 ῃ Us = 
— © для всех sé H, (там же, n° 4, доказательство предложения 
ὃ); для всех y € U имеем Н, < H,; следовательно, функция п 
на Х полунепрерывна сверху. Если Х счетно в бесконечности, 
то Н счетно; действительно, пусть (Ky, Ko,...) — покрытие про- 
странства X последовательностью компактных подмножеств 
H xo € X; множество тех $ ЕН, для которых Sto € К;, конечно 
(там же, теорема 1), откуда и следует наше утверждение. 


‚ ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е с Х. Говорят, что F есть фунда- 
ментальная область (относительно Н), если сужение отображе- 
ния n на F есть биекция Е na Х/Н (иначе говоря, если F есть cu- 
стема представителей для отношения эквивалентности, опреде- 


ляемого группой Н). 
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Лемма 8. Пусть Е — фундаментальная область. Для любого 
хЕХ имеем 


- δι Физ (2) =п (2). | | (24) 


Так как ps (zt) = Фр,-1 (2) при любых s ut из H, то обе ча- 
сти формулы (24) остаются неизменными при замене x Ha ix. 3Ha- 


— 


чит, можно предполагать, что x ЕР. Тогда имеют место эквива- 


лентности | 
Фу» (2) ts te ls as CP es re ες Ες, 
откуда и следует (24). 


ПреЕдложеЕнИиЕ 15. Г редположим, что X счетно в бесконечности. 
Пусть и— мера >0 на X. Пусть, далее, Е — такая фундамен- 
тальная область, что Fs п-измерима при любом «ΕΗ. Пусть, 
наконец, f есть и-интегрируемая функция na X со значениями 


в банаховом пространстве или в В. Тогда семейство чисел 


| n(x)1f (x) du(x) (sEH) суммируемо и 


Fs 
| £(@) dp (2) = У, | n (271) f(x) du (a). 
X seH Fs 
Если À — конечное подмножество из H, то 


| | > nYfors|<nt|f| > Фе < [| 
8ΕΑ sEA 
в силу леммы 8. Лемма 8 показывает также, что Sn fore схо- 
8ΕΑ 


дится K f в смысле топологии простой сходимости по фильтрую- 
щемуся по возрастанию множеству конечных подмножеств из Я. 
Тогда предложение 15 следует из теоремы 2 § A главы IV. 


ТЕОРЕМА 4. Пусть X — локально компактное пространство. 
счетное в бесконечности, Н — дискретная группа, действующая 
справа непрерывно и совершенно в X, л— каноническое отображе- 
ние X na X/H, u— положительная мера на X, инвариантная 
относительно Н, В— нормированная мера Хаара на Н uh=u/p. 
Пусть, далее, F есть и-измеримая фундаментальная область. 

а) Пара (п, пр) и-приспособлена и 


| 2 (2)? фл (2) easy du (2) =). 
X 
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b) Отображение пл является собственным для πφπ:μ, 
и л(п р: и) = À. 

_ ο) Пусть k— функция на Х/Н. Для того чтобы k была A-us- 

мерима (соотв. А-интегрируема), необходимо и достаточно, чтобы 

n'ipr(kon) была и-измерима (соотв. и-интегрируема); и если k 

_А-интегрируема, то 


| кал = | п (Кол) du. 


X/H Е 


_ Имеем p=A*. Пусть 165’ (Х/Н). Тогда nIpp(fon) и-изме- 
puma, >0 и, в силу предложения Ob), 


not x(a) fn (a) du (a) = “1 (@) ad (a) | "п (a8) ge (25) BE) 
X X/H H 
а в силу леммы 8, . 


“п (RE) pr (28) dB (8) =n (а) У} pr (28) =1. 


Н ЕЕН 


Следовательно, n71@r-(fo7) и-интегрируема и 


| (2) on @) F(x) du (= | F@ar@. 

δε X/H 
Этим доказано a). Утверждение b) доказывается точно так же. 
Утверждение с) вытекает из b) и предложения 3 и теоремы 2 $ 4 
главы У. 


Следствие. В предположениях и обозначениях теоремы 4, 
пусть Е’ есть вторая и-измеримая фундаментальная область. 
Пусть, далее, u есть функция на X со значениями в-банахтовом, 


пространстве или в В, инвариантная относительно Н. Предпо- 
ложим, что и п-интегрируема на КГ. Тогда u и-интегрируема 
на Е’ u | 

| u (x) du (x) = \ и (x) du (x). 

F F’ 

Так как м и и инвариантны относительно H, то на X/H суще- 
ствует такая функция Ὁ, что Von совпадает с пи на F и на Г’. 
Тогда n'ipr(von)=pru, Пе, (von)=gru. [lo условию, 
n'ipr(von) и-интегрируема. В силу теоремы 4, Ὁ А-интегрируема. 
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фе’и и-интегрируема и 


| udu — | υ 4). — | u du. 
F X/H . 87 
Относительно существования фундаментальных и-измеримых обла- 
стей см. упражнение 13. 


Упражнения 


1) Пусть G — локально компактная группа и Н — ее замкнутая 
подгруппа. Для каждого & € Н положим y (Е) = Ан (&)Ас (&)-1. Будем 
считать, что Н действует в G как группа правых переносов. Показать, 
что на 4 X(G) существует ненулевая положительная линейная форма J, 
и притом единственная с точностью до постоянного множителя, инва- 
риантная относительно левых переносов. [Использовать предложе- 
ние 3 с X — С, взяв в качестве и левую меру Хаара Ha G.] 

2) Пусть X и X’ — локально компактные пространства, в которых 
действует справа непрерывно и совершенно локально компактная 
группа H. Пусть, далее, 0 — совершенное непрерывное отображение X 
в X’, согласующееся с тождественным отображением Н в себя (Общ. 
топ., гл. III, 3-е изд., ἃ 2, n° 4), и 0’: Х/Н > X’/H — отображение, 
полученное из 0 факторизацией. Пусть, наконец, f’ — непрерывная 
функция на Х’, носитель которой имеет компактное пересечение 
с насыщением любого компактного подмножества. Тогда f = Роб 
обладает теми же свойствами на Х и 


(где отображения [rm тр. Г = 5» соответствуют выбору одной 
и той же меры Хаара на Н). 

3) Пусть В —локально компактное пространство и H— локально 
компактная группа. Положим X=BxXH, считая группу Н действую- 
щей в Х по закону 


(6, §) 5’ =(Ъ, ЕЕ’). 
Пусть A—mepa на B=X/H, а В— левая мера Хаара на HA. Тогда 
λ.ὅ = © В. 
4) Пусть Х — локально компактное пространство, в котором дей- 
ствует справа непрерывно и совершенно локально компактная 


группа Н. Пусть, далее, В— левая мера Хаара на Н и и—мера > 0 
на X. Пусть, наконец, h— такая непрерывная функция > 0 на X, что 


ВР --1. Если f— и-пренебрежимая функция > 0 на X, то функция 
(x, &) => / (2) 1 (26) (и © В)-пренебрежима на ХХНИ. [Существует 
такая убывающая последовательность открытых множеств ΩΙ, Qo, ..., 
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что u (Q,) стремится к O nt f равна нулю вне Quf)Rof)... Показать, 
5 | 

4TO \ Pa, (x) h (x&) du (x) dB (Е) < u (Qh), заметив, что функция 

(tx, 8) = Po, (2) h(x§) полунепрерывна снизу.] 


Ὁ) Пусть @— локально компактная группа. Далее, пусть Ws; AIT 
любого s€G есть автоморфизм аддитивной группы R, определенный 
соотношением \1р; (2) =Ас ($) x. Пусть, наконец, Г— топологическое 
полупрямое произведение групп С и В, определяемое отображением 
δ => 1; (Общ. rom, гл. III, 3-е изд., § 2, n° 10). Показать, что Г 
унимодулярна. | | 

6) Пусть < —локально компактная группа, а Οι, Go, G3— ее замк- 
нутые подгруппы такие, что σης С. [\62. Предположим, что G, Gy, Go, 
G3 унимодулярны и G,/G3 имеют конечную общую меру (для любой 
меры, инвариантной относительно Gy). Пусть А, U, = инвариантные 
меры на G/G,, С/С, Go/G3, ф— каноническое отображение С на С/С, 
и f€ H (G/G,). Показать, что 


; | fu) dr ш= | du (2) | f (9 (a) dv (®) 


G/G1 G/Ga G2/G3 


(ἆ--ας», ЕЕ), где а— константа, не зависящая от f 

*7) а) Пусть E — локально компактное пространство и Г — 
локально компактная группа, действующая слева непрерывно в РЁ. 
Предположим, что для любого x € Е отображение $ => sx группы Г 
в E совершенно и существует ненулевая ограниченная положительная 
мера u на FE, инвариантная относительно Г. Тогда Г компактна. 
[Пусть (sn) — последовательность точек из Г и К — компактное 
подмножество из Æ, не являющееся и-пренебрежимым. Доказать, 
используя упражнение 17 $ 4 главы ГУ, существование такого ху Е E, 
что S, 2) € К для бесконечного множества значений п. Вывести отсюда, 
что (s,) имеет предельную точку в Г. Затем применить упражнение 6 
из Общ. топ., гл. II, 3-е изд., ὃ 4.] 

b) Пусть G — локально компактная группа, 8 À и К — ее зам- 
кнутые подгруппы. Предположим, что G и H унимодулярны, а мера 
на G/H, инвариантная относительно G, конечна. Показать, что для того, 
чтобы Н и К удовлетворяли равносильным условиям упражнения 11B 
из Общ. τοπ., гл. ПГ, 3-е изд., ἃ 4, необходимо и достаточно, чтобы 
К была компактна. | 

8) Пусть (5 —локально компактная группа и G, Н —ее замкнутые 
подгруппы. Допустим, что всякий элемент $6 © единственным обра- 
зом представим в виде 5 =ёх = у\ (&, NEG, x, y E H), причем ξ, x, у, 
непрерывно зависят от 5. Каждое & СС ‘определяет гомеоморфизм Е 
пространства H на себя, определяемый условием Ex € ξ (x) G (αΕΗ). 
Каждое x € H определяет гомеоморфизм x пространства G на себя 


УПРАЖНЕНИЯ HO) 


определяемый условием Ex € Hz (Е) (ЕСС). Пусть u, a, В— левые меры 
Хаара на ©, G, Н. Показать, что 


: Ag (& (x)) Ag ( (8) 

dx-1 Ph, a hie ia δέν ΒΗ’, ar . 
at Ax ($ (x)) Ag (&) ja 
ve Ag (x (Ë)) 

d&-1 (p) (xz) = — ©" — d х 

Ες Ag (x (ἕ)) р 


[Пусть }Е HW (@). Выразить тот факт, что интеграл | f (u) du (u), 


вычисленный по формуле (23) как для X=G, Y=H, так и для 
X =H, Y=G, остается неизменным, если подвергнуть f левому пере- 
носу на элемент из С или на элемент из H.] 

9) Пусть X — локально компактное пространство и À — ron- 
пактная группа, действующая справа непрерывно (а значит, и совер- 
шенно) в Х. Обозначим через В нормированную меру Хаара на Н 
и через π: X — Х/Н — каноническое отображение. Пусть À — поло- 


жительная мера на X/H, a À — соответствующая мера на X. 
а) Показать, что если М№ есть А-пренебрежимое подмножество из 


X/H, то n-l(N) ^*-пренебрежимо. [Вычислить меру множества 
л-КИ), где U — открытое множество в X/H.] 


Ὁ) Пусть р—конечное число 21 и /—функция из ЯР (X, ^*) 
(где Р—банахово пространство или В). Показать, что множество тех 
zEX, для которых — —>f(r&) не В-интегрируемо на Н, имеет вид 
π-1(Ν), где М—Л-пренебрежимо. Кроме того, функция jr Ha X/H, 
определенная почти всюду (относительно A) и такая, что Fi (x (α)) = 


= | 129 dB &), принадлежит 222 (ХИН, №), п Np (f°) ND. 
Н 
с) Обратно, если ρε 2 (X/H, À), TO функция go принадлежит 
27 (©. ^*). Если р, 9— сопряженные показатели, Ё’— сопряженное 
к Г, {6 SP (Х, A*) и 26-81, (ХИН, À), το 


[ок (apart @—= | ο” @, 88) are. 
Χ X/H 


10) Пусть, в обозначениях n° 6 8 1, μα для любого αΕ A означает 
левую меру Хаара на Gy, так что проэктивный предел мер μα будет 
мерой Xaapa u на С. Для любого «6 А обозначим через Ag нормиро- 
ванную меру Хаара на Ко. 
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a) Пусть р— конечное число > 1 и }— функция из Le (G, u) 
(где Е — банахово пространство или В). Для каждого GE А функция 


- (νο. | 162 da (©), 


Κα 


определенная почти всюду относительно U, принадлежит L(G, U) 
(упражнение 9). Показать, что fg, сходится в среднем порядка p K f 
по фильтрующемуся множеству А [использовать лемму 2 $ 1]. 

b) Предположим, что А = Nu р — 1. Показать, что тогда f, 
стремится почти всюду (относительно μ) на С к f [использовать метод, 
аналогичный примененному в упражнении 16 § 8 главы У]. 

*11) Пусть а — локально компактная группа, Н — ее замкнутая 
подгруппа и À — левая мера Хаара на С; предположим, что на G/H 


существует такая мера и, инвариантная относительно С, что A = и 
и u(G/H) < +o. Пусть у — такая ненулевая положительная мера 
на G/H, что v(G/H) < + oo. Пусть, наконец, h есть функция на С, обла- 
дающая свойствами, перечисленными в предложении 8. 

а) Пусть А— борелевское подмножество из G/H. Показать, что 


| h (s) v (s-1A) da (ο) =v (@/Н) u (A) 
G 
[использовать предложение Ya)]. 
—b) Пусть A; (1 <1< п) — борелевские подмножества из G/H 
и 6; =зару (51А;) для каждого i. Показать, что существуют такие 
36а 


два различных индекса i, Jj, что 


\ h (s) v (5-1 А;) v (s-14;) dh (5) 7 


G 
(у (< n n 
v ( LEY ( κ ) и (G/H) 
EN ae Ei AN EE b:u (A; 
1= —— 
[рассуждать как в упражнении 28a) $ 1]. 

*12) а) Пусть Х — топологическое пространство и }:Х —>N— 
полунепрерывная сверху функция. Пусть, далее, Хо есть множество 
всех точек из X, в которых f локально постоянна, и Yo=X — Xo. 
По индукции следующим образом определяются две последователь- 
ности (Х iso (72:0 подмножеств из Х: Х; есть множество тех 
точек из У; 1, где f|Y;-ı локально постоянна, и У; —Y; 4 —Х;. 
Показать, что Xj; есть всюду плотное открытое множество в У; 1 
и N Yi= 2. Шоказать, что f(x) >i во всех точках из Y;.] 

i 

b) Пусть Х— множество, Н — группа, действующая справа в Х, 
л — каноническое отображение X на Х/Н и À (соотв. DB) — множество 
тех Ας ХХ, для которых n1|A:A—X/H инъективно (соотв. 
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сюръективно). Пусть (V4, Vo, ...)—счетное покрытие множества X 
элементами из Зи 
У: =Vi ПС(УНОТ.Н U... ЧУН). 
Показать, что F= U Viera) δ. 
i>0 

с) Пусть Х — локально компактное пространство, Н — счетная 
дискретная группа, действующая справа в Х непрерывно и совершен- 
но,  — каноническое отображение X Ha Х/Н и u — мера 20 ma. 
Показать, что если множества У; пункта b) квадрируемы (гл. ТУ, $ 5, 
упражнение 13d)), то множество F пункта b) есть квадрируемая фунда- 
ментальная область. 

4) При сохранении предположений пункта с), будем пользоваться 
обозначениями Н.., n(x) из n° 10. Элемент x € X называется общим, 
если в X существует такая его окрестность ТУ, что Ну = Ну для всех. 
y € V. Показать, что общие точки в X — те, в которых функция п 
локально постоянна. Показать, что общая точка допускает открытую 
окрестность, принадлежащую A и квадрируемую [использовать 
упражнение 134) $ 5 главы ТУ]. 

е) Сохраняя предположения пункта с), предположим, сверх 
того, что Х счетно в бесконечности. Показать, что если Х — Хо 
и-пренебрежимо, то существует квадрируемая борелевская фунда- 
ментальная область F. [Применить конструкцию пункта а) к функции п. 
Затем применить результаты пунктов с) и 4) в Хо. Точно так же рас- 
суждать в каждом X;.] 

Ὁ Пусть U ED есть открытое множество. Показать, что множе- 
ство F пункта е) может быть наделено следующими дополнительными 
свойствами: 1) Рс ζῇ 2) для любого компактного подмножества К 
из Х множество тех $ € Я, для которых Fs пересекается с К, конечно. 

13) Пусть G — компактная группа, u — мера Хаара на G ии — 
такой эндоморфизм группы G, что и(@) есть открытая подгруппа груп- 
пы G, а ядро и-Ке) (обозначаемое (Ωμ) — конечная подгруппа. 

а) Показать, что существуют действительное число Alu) > 0 
и открытая окрестность U элемента ев G такие, что для всякого откры- 
того Ус U множество u(V) открыто BG u u(u(V)) = h(u)u(V) [см. 5 I; 
следствие предложения 9]. 

b) Показать, что h(u) == - Card(G/u(G))/Card(G,) [вычислить двумя 
способами wu(u(G)), используя а) и предложение 10]. 


$ 8. Приложения и примеры 


1. Компактные группы линейных отображений. 


Пусть E — конечномерное векторное пространство над В, C 
или Н. Тогда End(£) есть понечномерная алгебра над В, a ка- 
ноническая топология в Епа(ЁЕ) ($ 1, n° 10) есть топология ком- 
пактной сходимости. Группа Aut(E) = GL(E) есть открытое 
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подмножество из End(#) и, значит, локально компактна. Пусть 
(ei, е2, . . ., en) — базис пространства E и для любого эндоморфиз- 
ма и пространства E пусть М(и) = (a;;(w)) есть матрица эндо- 
морфизма и относительно этого базиса; утверждение, что множе- 
ство S < Епа(Ё) относительно компактно в End(£), равносильно 
утверждению, что функции G;;(U) ограничены на 5. 


ПредложЕниЕ 1. Пусть G — подгруппа группы Aut (Е). Cue- 
дующие три свойства равносильны: 

(1) G относительно компактна в End (Е); 

(ТТ) G относительно компактна в Aut (Е); 

(ПТ) а оставляет инвариантной невырожденную положитель- 
ную эрмитову форму на Е. 

(III) = (I): предположим, что G оставляет инвариантной невы- 
рожденную положительную эрмитову форму WV. Пусть (e4, ..., en) 
— ортонормальный базис относительно ЧФ (Απτ., гл. IX, $6, 
следствие A теоремы 1). Пусть, далее, для любого Ες 
через (u;;) обозначена его ER относительно базиса (е;). Како- 


во бы ни было 7, имеем у |u;;|7=1, и, следовательно, |u;;| < 1 
+4 
при любых фи j, чем и доказано (I). 
(1) = (Il): это вытекает из следствия теоремы 4 Общ. Ton., 
гл. X, 2-е изд., $ 4, если принять BO ‘внимание, что топология 
End(Z) есть топология компактной сходимости. | 


(II) = (ПТ): предположим, что замыкание С группы G в Aut(Æ} 
компактно. Пусть Ф — невырожденная положительная эрмитова 
форма на E. Если телом скаляров служит В или С, то задание D 
превращает Ё в конечномерное гильбертово пространство, и усло- 
Bue (ПТ) получается из следующей леммы: 


JIEMMA 1. Пусть Е — гильбертово пространство, К — ком- 
пактная группа и $ => U(s) — ее представление в группу обрати- 
мых элементов из L(F; Е), непрерывное в топологии простой схо- 
димости. На Е существует такая невырожденная положительная. 
эрмитова форма ф, что Ф(0(5)х, Uls)y) = g(a, у) при любых 
SEK, xEF,yEF и структура топологического векторного про- 
странства в F, определяемая формой ф (Топ. вект. простр., ra.V, 
$ 1, n° 3), совпадает с исходной структурой пространства Е. 
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Пусть a — мера Хаара на К. Каковы бы ни были x y из F, 
отображение s > (U(s)x | U(s)y) непрерывно. Положим 


φία,υ)-- | (068) 2108 у da (s). 


Очевидно, (x, У) — полуторалинейная форма на ГР. А так как 
множество эндоморфизмов U (5) компактно в £,(F; F), то суще- 
ствует такая константа М, что |U ($) |< М для всех «ΕΚ. Сле- 
довательно, для всех x CF имеем 


М |= |<] ($) |< М] |, 
откуда вытекают неравенства 


Ma (К) || < (2, 2) < Ma (К) | α]Ρ, 


показывающие, что ф невырожденна и положительна и что норма 


$ (x, αγ эквивалентна норме || x ||. Наконец, для любого t Е К имеем 


PU (02, U(t)y) = | (Ὁ (st) | U (st) y) da () = 
= | ( (5) x|U ($) у) da (5) =ф (x, y). 


Когда телом скаляров служит Н, рассуждаем точно так же, 
заменяя всюду функцию $ —> (U(s)z |U(s)y) функцией $ -> Ф(5х, y), 
определенной на G и принимающей значения в Н. Тем самым лем- 
ма полностью доказана. 


Замечание. Пусть Ф — невырожденная положительная 
эрмитова форма Ha Ё. Унитарная группа О (Ф) замкнута в Aut(Z), 
и, значит, компактна (предложение 1). Предложение 1 показы- 
вает также, что всякая компактная подгруппа группы Aut(Z) 
содержится в подгруппе вида U(®). Если теперь U(®) содержится 
в компактной подгруппе К группы Aut(£), то заключаем, что Ha Е 
существует такая невырожденная положительная эрмитова фор- 
ма D”, что U(®) < К < U(®’), а отсюда легко вытекает (упраж- 
нение 1), что Ф и Ф’ пропорциональны, откуда О (Ф) = К. Итак, 
максимальные компактные подгруппы группы Aut(#) — это под- 
труппы вида U(®). 
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2. Гривиальность расслоенных пространств 
u расширений групп 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть X — локально компактное простран- 
ство, в котором действует справа непрерывно и совершенно локалъ- 
но компактная группа H по закону (x, Е) > хё. Предположим, что 
X/H паракомпактно. Пусть g — непрерывное представление Н 
в В". Гогда существует такое непрерывное отображение f npo- 
странства X в В", что f(x&) = f(x) + g(&) для любых ХЕХ 
и ЕЕН. 

Вопрос сразу сводится к случаю п = 1. А так как аддитивная 
группа В изоморфна мультипликативной группе В*, то предло- 
жение является тогда непосредственным следствием предложе- 
ния 7 $2. 


Следствие. Пусть Х — локально компактное пространство, 
в котором действует справа непрерывно и совершенно конечномер- 
ное действительное векторное пространство У по закону (x, и) => 
r> xv. Пусть, далее, n — каноническое отображение X на В = 
= X/V. Предположим, что В паракомпактно. 

а) Существует такое непрерывное отображение f простран- 
ства X в Г, что f(av) = f(x) + v для любых ce X uvEV. 

b) Если f — отображение, удовлетворяющее условиям из а), 
mo отображение & > (n(x), f(x)) есть гомеоморфизм X на BXV. 

Утверждение а) следует из предложения 2, в котором в каче- 
стве © взято тождественное отображение V на себя. Пусть } — 
отображение, удовлетворяющее условиям из а). Отображение 
xt α-(--](α)) пространства X в X непрерывно и постоянно 
на каждой орбите, и, значит, имеет вид фол, где ф — непрерыв- 
ное отображение пространства В в X; для каждого b € В имеем 
s(p(b)) = 6. Отображения х => (n(x), f(x)) пространства X в BXV 
и (6,0) ->Ф(б)-ь пространства BX V в X взаимно обратны, 
поскольку 


ф(л (x)): f (x) =х:(— 1 (2))-(7(2)) =х, п (ф(5):5) =л (ф(5)) =6, 
и если b = л(у), то ](φ(π(υ))-υ) = Ку: (—Ку))-®) = f(y) — fy) + 


+ v = v. А так Kak эти отображения непрерывны, TO они — го- 
меоморфизмы. 
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Замечание. Пусть HL — конечномерное действительное 
аффинное пространство, Г — компактное пространство, и — Me- 
ра с общей массой 1 на Ги | — непрерывное отображение 7 BE. 
Если выбрать в Ё некоторое начало а, то Ё окажется наделенным 
структурой векторного пространства, и, значит, интеграл 


| f(t) du(t) имеет смысл; он представляет такую точку x из Е, 
N | 
что 


α--ᾱ-- | (f(t) —a) ἀμ). 
ф 
Эта точка не зависит от выбора а. Действительно, пусть a’ ЕЕ 


u x’ CE таковы, что 2’ —a’ = \ (f (t) — а’) du (t). Имеем 
| Ἔ 
xz’ —a=(xz'—a’)+ (a’—a)= 


= | 0-4’) du (p+ | a’ — a) du ()= | (О-о =2Ь—а, 


T T T 
откуда x’ =x. Следовательно, можно пользоваться символом 


| f(t)du(t), не уточняя выбор начала в δ. Если u— аффинное 


T 
отображение пространства Ё в конечномерное аффинное простран- 


ство μ΄, το 
и (| (dn (0) = | uF @) ἀμ). 
T T 
В самом деле, можно отождествить E и ΚΠ’ C векторными простран- 
ствами так, чтобы и стало линейным отображением, а тогда фор- 
мула известна (гл. ПТ, $ 4, предложение 4). 


Лемма 2. Пусть G — компактная группа, и — нормирован- 
ная мера Хаара на а, Е — конечномерное аффинное пространст- 
во, А — аффинная группа пространства Е и о — гомоморфизм 
группы а в А. Предположим, что для любого х Е Е отображение 
x => 0(s)x группы G в Е непрерывно. Тогда для любого x € E точка 


%0= | 0 (s) xdu(s) ΕΕ 
N | 


инвариантна относительно G. 
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В самом деле, для любого t€G имеем 
Pd) = | р(0р(5) = 4н (5) = | p (is) x du (8) = 
ra G 


= | p(s) & du (s) =a. 


G 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Пусть G — локально компактная группа, 
a Н — ее замкнутый нормальный делитель, изоморфный В" и та- 
кой, что G/H компактна. 

а) Существует такая замкнутая подгруппа L группы G, что 
( есть топологическое полупрямое произведение L и Н. 

b) Если М — компактная подгруппа группы G, то существует 
такой элемент x ΕΗ, umo x” Mx < L. 

с) Всякая компактная подгруппа группы G а» в неко- 
торой максимальной компактной подгруппе. 

4) Максимальные компактные подгруппы группы G — не что 
иное, кав образы подгруппы L при внутренних автоморфизмах 
группы G. | 

Пусть л — канонический гомоморфизм группы G Ha К = G/H. 
Отображение (5, h) => 5й5-1 произведения G X Н в Н определяет 
факторизацией такое непрерывное отображение (0, h)>o-h 
произведения К x Н ΒΗ, что $5й5-* = n(s)-h. Мы отождествим H 
с В" (и потому, в зависимости от рассматриваемого случая, будем 
пользоваться для группового закона в Н мультипликативной 
или аддитивной записью). Согласно следствию предложения 2, 
существует такое непрерывное отображение f группы С в AH, 
что f(xh) = f(x) +h для всех x EG, ВЕН. Пусть р(х) = x-(—f(x)) 
‘для каждого x CG, что зависит лишь от класса элемента 2 
по Н. Положим 


F(x, у) = р (ху) p(x) р (у) = 1 (zy) y x x (— f(x)) y(—fy)) = 


= f (xy) [y (— f(x) у1(— f (y)) = 
= Fey) ny} fe) fly). (1) 


Мы видим, что если F(x, у) = 0 для любых x и y us С, то p(G) = 
= L есть подгруппа группы G, пересекающаяся с каждым клас- 
сом по H в одной и только ‘одной точке. Так как р непрерывна, 
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то С есть тогда топологическое полупрямое произведение L и Н 
(Общ. топ., гл. III, 3-е изд., $ 2, n° 10). 
Но при любых h, h’ € H имеем 
Е (ah, yh’) = f (chyh’) — п (yy? f (ch) — f (yh’) = 
= f (why) + № —n(y)* f(z) —n(y)*h—fly)—-h' = 
=f (ry (л (y)*h))—a(y)* f(z)—-fly)—ay*)h= 
=f (ту) — п (y)* f(x) -—f(y) =F (@, y). 
Следовательно, À определяет факторизацией непрерывное отобра- 
жение ф произведения À X К в A. 
С другой стороны, для любых 2, у, 2 из @ имеем 
F(z, гу) + Е (x, у) = 
= f (аху) — п(ху) "7 (2) — f (zy) +f (ay) — 2 (u) 2 j (x) — 1 (y) = 
= (у) 1 f (22) — п (xy) f (2) — 0 (y) f(x) + 
+ 1(2ху) — п (y)*f (zx) — f(y) = RIT Е (в, α) +F (zx, y), 


и, значит, для любых x’, у’, 2’ из К имеем 
, ILE , CoP 1-1 7. ’ Fa / 
--φία,υ)-φί,αγ)--υφία,α)--φί(2α', y). 
Проинтегрируем обе части относительно Z’ ΠῸ нормированной мере 


Xaapa a группы А. Если положить w(x’) = } p(z’, x’) da (z’), το p 


будет непрерывной функцией на К, и (замечая, что операции груп- 
пы AK в В", согласно предложению 1 Общ. топ., гл. УП, § 2, 
не нарушают структуру векторного В Е мы получим 


— pc", у) = уху) — у px") — ply’). 


Иными словами, полагая k = фол, что является непрерывной 
функцией на G, имеем 


—F(z, у) = (ту) — π(ν)-"Ε(α) — Ку). (2) 


Сравнивая (1) u (2), видим, что если заменить f непрерывной 
функцией f + k (что не нарушает свойства f(xh) = f(x) + №), 
то F заменится на 0, а это, как показано выше, завершает дока- 
зательство утверждения а). 

Пусть lg (соотв. hg) для любого g Е G есть однозначно опре- 
деленный элемент из L (соотв. Н), такой, что & = h,l,. 


13 н. Бурбаки 
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Если h, ЕН и g ЕС, το 


и, значит, hg = Ron, + Ihylz'. Пусть pz для любого g ЕС озна- 
чает отображение Н в себя, определяемое формулой 
We (hy) = Ag+ lhalz 


Отображение (g, hy) > %;(hı) произведения G x HB H непрерыв- 
но и превращает H в однородное относительно G пространство, 
в котором стабилизатором начала служит L. Кроме того, заметим, 
что pg при отождествлении Hc В" становится аффинным отобра- 
жением H в себя. Пусть теперь М — компактная подгруппа груп- 
пы G; согласно лемме 2, существует такое x ЕН, что (x) = x 
для всех т Е М. Для y € H отображение ip, есть перенос на век- 
тор y; отсюда вытекает, что для любого m € М отображение 
Wx-1°Wmo %b, переводит начало Я в себя, и, значит, æ mx € Г. Этим 
доказано, что х\Мх © L, откуда следует b). 

Пусть Г’ — замкнутая подгруппа группы С, содержащая L. 
Тогда L’ есть топологическое полупрямое произведение L и 
[/ Г Н. Если L’ компактно, то L’ ῃ Н компактно и, значит, сводит- 
ся к точке (Общ. τοπ., гл. УП, $ 1, следствие 1 теоремы 2), так 
что L’ = L. Этим доказано, что L есть максимальная компактная 
подгруппа группы G; следовательно, то же самое верно для под- 
групп, получаемых из L при внутренних автоморфизмах группы G. 
Тогда утверждения с) и d) предложения 3 непосредственно сле- 
дуют из b). 


_  ПредложениЕ 4. Пусть G — локально компактная группа 
и Н — такой ее замкнутый нормальный делитель, что группа 
К = G/H компактна. Гогда всякое непрерывное представление и 
группы Н в В, такое, что u(sös"') = и(Ё, каковы бы ни были 
ЕСНиз ЕС, может быть продолжено до непрерывного представ- 
дения группы Ge В. _ 

Пусть L=GxXR и М — множество, образованное точками 
(ЕЁ, —wu(&)), где & пробегает Н. Ясно, что М есть замкнутый Hop- 
мальный делитель группы L. Пусть L' = Ι,/Μ un — каноническое 
oro6paxenue L на L’. Подгруппа группы L, порожденная M и В, 
совпадает с HXR u, следовательно, замкнута; поэтому л(В) 
есть замкнутая подгруппа N группы Г’. Сужение р отображения 
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л на В есть биективное непрерывное представление В на N. 
Лемма 2 Приложения 1 показывает, что р взаимно непрерывно. 
При этом L’/N изоморфно 


Li(H XR) = G/H 


и, значит, компактно. В силу предложения 3 и того факта, что № 
содержится в центре L’, L’ есть произведение N и некоторой дру- 
гой подгруппы. Следовательно, существует непрерывное прелд- 
ставление группы L’ на N, которое сводится на N к тождественно- 
му отображению. Таким образом, существует непрерывное пред- 
ставление v группы L на В, которое тривиально на М и сводится 
к тождественному отображению на В. Для всех ξΕ H имеем 
v((E, 0)) = 5((5, —и(5)(е, w(§))) = u(§), что и завершает дока- 


зательство. 


JlEemma 9. Пусть G — топологическая группа, порождбаемая. 
компактной окрестностью элемента е. Пусть, далее, H — такая 
замкнутая подгруппа группы G, что однородное пространство G/B 
компактно. Тогда Н порождается компактной окрестностью 
элемента е в H. 

Пусть С — такое компактное множество, что G = CH. Мож- 
но, увеличив, если нужно, С, считать, что С порождает G и. @ = 


oO 
— CH. Тогда ς᾽ компактно и покрыто открытыми множествами 


Cs ($ ЕН). Следовательно, в Н существуют такие si, Ba 


“to :C° Cs, U TRE U Cs,. Пусть Г есть подгруппа группы A, 
порожденная элементами s;. Имеем С? < СГ. Отсюда по индукции 
выводим, что С" € СГ для любого п, и, значит, С = СГ. Веякий 
элемент из Н представим в виде ab, где асс, БЕГ; отсюдаа ЕН, 
и, значит. аЕСПН. Таким образом, Н порождается множе- 


ством СПН с присоединенными к нему элементами $;, то есть 
компактным множеством. 


Лемма 4. Пусть G — связная топологическая группа и D - 
ее вполне несвязный нормальный делитель. Тогда D содержится 
в центре группы G. 

В самом деле, пусть 4 € D. Образ G при непрерывном отобра- 
жении 2 +> 245! есть связное подмножество из D и, значит, сво- 
дится к {4}, чем доказано, что xd = dx для любого x Е С. 


13* 
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ПрРЕдложЕНнИиЕ 5. Пусть G — связная топологическая группа, 
обладающая таким дискретным нормальным делителем D, что 
группа К =G/D компактна, а коммутант группы К плотен 
в К. Тогда D конечен, а G компактна. 

Группа С локально изоморфна К (Общ. τοπ., гл. III, 3-е изд., 
§ 2, предложение 19) и, значит, локально компактна; а будучи 
связной, она порождается компактной окрестностью элемента е. 
Согласно леммам Зи A, D есть коммутативная группа конечного 
типа и, стало быть, изоморфна группе 7 x D, с конечным 7), 
(Алг., гл. УП, $4, теорема 3). Предположим, что г >> 0. Тогда 
‘существует представление f группы D на Z. В силу предложения 4, 
f продолжается до непрерывного представления g группы GBR. 
‘Факторизацией g определяет непрерывное представление ρ΄ 
группы К в R/Z; a так как R/Z коммутативна, то ядро отображе- 
ния g’ содержит коммутант группы К, и, значит, ©’ тривиально; 
иными словами, g(G) < Z. Ho носкольку С связна, отсюда выте- 
кает, что g(G) = {0}, чего не может быть, поскольку (D) = Z. 
Следовательно, г = 0 u D конечно. Таким образом, группа С ком- 
пактна (Общ. топ., гл. ПТ, 3-е изд., $ 4, следствие 2 предложе- 
ния 2). | | 


3. Примеры 


В этом n° (за исключением примеров 7 и 8) К означает неди- 
скретное локально компактное поле, а dx — меру Хаара на его 


аддитивной группе. 
Напомним, что modz=|x|, если К = В, modz=|z/*, если 


К = С, и modz=|z|p, если К = Фр. 


Пример 1. Линейная группа. 

Пусть А есть алгебра M,(K). Группа А* всех обратимых 
элементов из А есть не что иное, как линейная группа GL(n, К). 
Приведенной нормой Ντάα,κ (X) каждого X € À служит det X; 
следовательно, Na,k (X) = (det Х)” (Алг., гл. VIII, $ 12, пред- 
ложение 8). А так как X => 'Х есть изоморфизм алгебры A на 
противоположную алгебру, то 


N 4°/K (X) == N a/K (Χ) = det (Χγ' == (det X)", 
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Тогда предложение 16 $ 1 показывает, что | 
mod (det Х)". ® 42; (Χ--ίαι)) (3) 
1,7 ᾿ 


есть левая и правая мера Xaapa на GL(n, К). | 
Для того чтобы найти все относительно инвариантные меры 
на GL(n, К) нам понадобится следующая лемма: 


JIEMMA 5. Непрерывные представления группы GL(n, К) в C* 
суть отображения вида X > y(detX), где y — непрерывное пред- 
ставление К* в С*. 

Такое отображение, очевидно, есть непрерывное представле- 
ние группы CL(n, К) в C*. Обратно, пусть ф — непрерывное 
представление GL(n, К) в C*. Для каждого x € К* положим 

x 


и χ(α) = p(x). Тогда для любой матрицы X € GL(n, К) имеем 
(det X-1)7-XESL(n, К). Так как SL(n, К) есть коммутант группы 
GL(n, К) (Алг., гл. Ш, 3-е изд.), то p((det X-1)~-X)=1, откуда 


p(X) = (det X)~) = y(det X). 


После этого следствие 1 предложения 10 $ 1 показывает, что 
относительно инвариантные меры на GL(n, К) — это, с точно- 
стью до постоянного множителя, меры вида 


(det X)-@ der (Χ--(αι)), (4) 


где % — непрерывное представление K* в C*. 


Пример 2. Аффинная группа. 
_ Пуеть (X, x) для каждого X € GL(n, К) и каждого x € К” озна- 
чает аффинное отображение Er XE + x К" в себя. Множество 
всех (X, x) есть аффинная группа G пространства А” (Anr., гл. II, 
3-е изд., $ 9, n° 4). Множество 7 всех переносов есть ее замкну- 
тый нормальный делитель, канонически изоморфный К"; с 
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другой стороны, GL(n, К) есть замкнутая подгруппа группы G, и G 
является полупрямым произведением GL(n, К) и T = К". Наде- 
лим С (локально компактной) топологией, в которой С будет 
_ топологическим RonyE DAMEN произведением GL(n, К) и Т (Общ. 
ton., гл. ПТ, $ 2, n° 10). Тогда 


(Х, 2) (D ЕАО). 


С другой стороны, если X Е GL(n, К) u x € T, то для любого 
ЕЕК” имеем 


(Х, 0)(1, 2)(Х, O)TE = ΧΙΧ-Ὲ + x) =F + Хх = (1, Χα)ξ, 


и, следовательно, автоморфизм (1, 2) => (X, 0)(1, α)(Χ, 0)" 
группы 7 имеет в качестве модуля mod det(X) ($ 1, предложе- 
ние 15). Учитывая пример 1 и замечание Β n° 9 $ 2, получаем, что 


mod (det Х)-"-1.(® dm) ® (® 42) (Kim), α--(αὴ) (5) 


есть левая мера Хаара на С. C другой стороны, в силу предло- 
жения 14 $ 2, 


Ас ((Х, x)) = Λατ(α, Κ) (X) Ain (x) (mod det AE, 
или | 
Ас ((Х, α)) = mod (det X). (6) 

Следовательно, 


(mod det Х)".(©® 4х;;) ® (@ dai) (7) 
. 1,9 a : 
есть правая мера Xaapa на G. 


Пример 3. Строгая треугольная группа. 

Пусть [1, п] — множество всех целых т, таких, что 1 “т < 
< п. Пусть, далее, J — подмножество из [1, п] X [1, п], удовле- 
творяющее следующим условиям: 

1) если (i, j) € J, To i <j; 

2) если (i, 7) & J, то для любого целого А, удовлетворяющего 
неравенствам i < А < I хотя бы одна из пар (i, k) и (A, j) не при- 
надлежит J. 

Пусть 7; — множество всех матриц Z = (2;;)1<#< п, 1<j<n © элемен- 
тами из А, у которых Zi =1u 2: =0 для 52] и (i, 7) 61. Это— 
замкнутое подмножество из СЁ (п, К). Отображение Z > (21), jes 
есть гомеоморфизм Г; на К* (где $ означает число элементов 
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множества J). Если Z’=(2i;)ET,, το ZZ=(zij), где 
jez >) Zinn; для i<j, 
i<h<j 
yes dan ЕЕ: 

откуда ZZET,. Если отождествить Ту с K°, To отображение 
Z+> 2’ 2 (сфиксированным Ζ΄) отождествится с некоторым аффин- 
ным отображением, и его определитель будет равен 1, в чем мож-. 
но убедиться, упорядочив лексикографически пары (i, j) EJ 
и применив следующую лемму: 


JIEMMA 6. Пусть L — совершенно упорядоченное конечное мно- 
жество. Пусть, далее, У», для любого À Е L есть свободный модуль 
конечной размерности над коммутативным кольцом К. Наконец, 
пусть fin € Homz(V,, Va) для любых λ, p из L, таких, что 
À < u. Тогда линейное отображение 

(υλ)λει, => (2 fin (ύμλ)λει. 


произведения || У), в себя имеет, в качестве определителя I] det fan. 
ЛЕТ, ЛЕГ, 


Все сразу сводится к случаю, когда L — интервал из целых 
чисел, а тогда лемма вытекает из результатов главы ПТ Алгебры. 


Если Z € Ty, то существует такое Z Е Т,, что Z’Z = Г,, откуда 

Z = Z. Таким образом, Г; есть замкнутая подгруппа группы 

GL(n, К). С другой стороны, предложение 15$ 1 показывает, что 
© dz; ; 


(ЛЕТ 
есть левая мера Хаара на T,. Вычисляя ZZ’, таким же образом 
убеждаемся в TOM, что эта мера есть правая мера Xaapa Ha Τ᾽. 

Аналогичный результат получится, если в определении Τ᾽; 
поменять ролями строки и столбцы. 

В случае, когда J есть множество всех пар (i, 7), в которых 
i<j, группа Г; называется верхней строго треугольной группой 
порядка п над К и обозначается Τι(η, К). Группа транспониро- 
ванных матриц называется нижней строго треугольной группой. 


Пример 4. Расширенная треугольная группа. 


Пусть ти, ..., Ar — целые числа >1. Положим px = 
= N Far иены. en. Ч 
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множество всех целых 1, таких, что Pp <j < Pr+ı, uJ — объеди- 
нение всех множеств /, X Л, (Е < 1). Пуеть, далее, G — замкнутая 
подгруппа группы GL(n, К), элементами которой служат все- 
возможные матрицы (Z p7)1< R<r, 1< 1<rs УДОВЛетворяющие следующим 
условиям: 

1) каждая Ζῃι есть матрица (2;j)ier,, jer, © элементами из К, 
составленная из N, строк и п; столбцов; . 

23 Zu =O; вели kt I: 

3) Zur EGL(n,, К), если 1<k<r 

Формула поклеточного умножения 


Zu 0 τ Ὦ 5 1:23 5.22, Zu 2142642... Ly Lar 
0:20 01 ...Zu |_|0 Ζω ...Ζωζο} Ὁ 
09-20 ee 0-9 "xt Or, Zr 


показывает, что (есть топологическое полупрямое произведение 
подгруппы D тех элементов (7,1) ЕС, у которых Zy, =0 при 
Е £ |, и подгруппы Г; примера 3. При этом D изоморфно прямому 
произведению групп GL(n,, К) (1 < ЕЁ <7). 

Пусть /’— множество всех пар (j, i), для которых (i, j) Е J, 
и Н — множество всех пар (i, ) Εμ, п] x [i, п], не принадле- 
жащих J’. Пусть, далее, Z’ = (2;;)1<i<n, 1<j<n есть элемент из G. 
Согласно предложению 14 $ 2 и приведенным выше примерам 1 и ὃ, 
получим левую меру Хаара на G, если возьмем образ меры 


© ((mod det Z»») ἡ. @ dz;,) Sl @ ἀξιὴ 
R=1 i » 7ЕТь 1, 3)EJ 

прл отображении 

Zu бб... ZuZur 

0 Lo ... Дробь, 


Pee as TDG 


(Zur), (Ζλι)) =. 


Для этого рассмотрим, при k< 1, векторное пространство всех 
матриц»; = (2is)ier,, =. Оно представляет собой прямую сумму п; 
подпространств M; (jE/,), образованных матрицами, у которых 
Zin =0 при й=-]. Каждое из этих подпространств М; устойчиво 
при отображении Zyr => Ив, а сужение этого отображения 
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на М; имеет своей матрицей Zz,. Следовательно ($ 1, предложе- 


ние 15), образом меры ©  dz;; при отображении И: ==> ий 
ФЕТ, , EI, 


служит 
(mod det Zu) . & dz;;. 
Значит, левой мерой Xaapa на С будет 


fe 


[| (mod det Z,,) + @ ад, (9) 
k=1 (1, )5Н у 
где 9 =. т =n — Dr. 


k<I<r 
Вычислим модуль группы С, воспользовавшись еще предложе- 
нием 14 $2. Группы D и Г; унимодулярны; с другой стороны, 


ZOO LPS ZEN CPE EO SEEN A 
VAN Zn 25:0 ο; 
0 0 Lis, 30:7 4 0 0 ‘fae 
И. 
RON ZE 
OQ: 1 


где Zu = ZrxlmZn. Upunumaa во внимание upumep 3 и предло- 
жение 15 $ 1, получаем, рассуждая как выше, что, если Х = 
= diag (Zy,..., Zrr) ED, модуль автоморфизма Ze> X1ZX груп- 
пы Г, есть | 


u (mod det Z,,) ”? (mod det Z,,)"*, 


и, следовательно, 


r 
+n, —2 
Ag (2) = || (mod det Zu.) "TR "TR, + (40% 
h==4 

Группа С’ транспонированных матриц исследуется тем же 
способом. Находим в качестве левой меры Хаара 


” 
|] (mod det Zu) πι @ das, 
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а в качестве модуля группы G’ 

r 

[[ (mod det бу" "a Pret, 

h=1 | 

’Если, в частности, взять п. =... =и,==1, то группой С ora- 

жется группа T(n, K)* всех обратимых элементов -подалгебры 
алгебры М, (К), состоящей из тех матриц Х = (2;;), у которых 
tj; =0 для i>j. Эта алгебра, которую мы обозначим Г (п, К), 
называется верхней треугольной алгеброй, а группа Т (п, K)*— 
верхней расинлренной треугольной группой mopanka.n над К. Тогда 
предыдущие формулы принимают такой вид: левой мерой Хаара 
на T (п, К)* будет 


[] (mod zu) "© dzij_ (Z=(ij)), — (9 bis) 
i=1 i< 
a модуль группы 7 (п, К)* равен | 
Ar(n, к)* (2) = [] (mod2,)""""" (ἆ--(αι)). (40 bis) 
i=1 


Для группы транспонированных матриц или нижней расширенной 
треугольной группы находим в качестве левой меры Хаара 


n . 
I (mod zu) » & 421, 
i=1 i>j 
Ὁ в качестве модуля 
. τι . 
[| (mod Bye, 
41 


Замечание. T(n, K)* есть замкнутая подгруппа группы 
СТ. (п, К) и 


| 5 τε 
Arn, κγε((Ε1}))-- [] (mod 2,3)". 
ἷ-- 1 Ἢ 


В примере 1 мы показали, что Agiin, к) = 1. При 5-1 функция 


Aan, к)/Ат(п, K)* 
Ha T(n, K)* re может быть продолжена до непрерывного пред- 
ставления группы С в C* (ибо, такое представление, согласно 
лемме 5, равно 1 на SL(n, А), тогда как mod (211)"-" == 1 для надле- 
жащим образом выбранного 2.1). Отсюда следует, что при п > 1 
однородное пространство GL{n, K)/T(n, K)* не имеет ни одной 
относительно инвариантной меры ($ 2, теорема 5). 
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Это однородное пространство при п = 2 отождествимо с проектив- 
ной прямой над К. Действительно, пусть (ει, €) — канонический базис 
пространства КА?. Группа GL(2, К) действует транзитивно на MHO- 
жестве всех прямых на К? с удаленным началом 0, и стабилизатором 
для Ke, — {0} служит Т(2, К)*. 


Пример 5. Специальная треугольная группа. 

Вернемся к обозначениям начала примера 4 и рассмотрим под- 
группу G, = GNSL(n, К). Она является топологическим полу- 
прямым произведением групп Di = ОПЗ (п, К) и T,. Группа 
D, обладает нормальным делителем А, изоморфным SL(n,, К), 
а именно, подгруппой, составленной из всех элементов diag (Z,,) 
с Zh, = 1 для К < г. Гомоморфизм 


ф: diag (Zu; ss Zrr) — (Zu, ate cay Lie r-1) | 


групны В; в GL(n, K)x. X GL (п, К) сюръективен и имеет 
своим ядром А. С другой стороны, ф непрерывно. Принимая 
во внимание лемму 2 Приложения 1, можно отождествить D,/A с 


СГ (п., K) X ... х GL (п, К). 
Обозначим через и меру Хаара на А (см. пример 6), а через 


r—1 "y 
a= & ((moddet Ζχκ) . 


421) @° (ἀμ (Zrr)) 
меру Xaapa Ha D,, Для которой 
| r—1 En 
a/u = © (mod det Zink) RS © 121} 
k=1 tier, 


($2, предложение 10). Тогда, как. в примере 4, можно показать, 
что 


ri BE 
mod (|| (det Z,,)* “®) x 
1 


T1 ες 
Χ | 6. ((mod det Zu) *. ὦσι) Θ΄’ du (Zrr)] ® Bey δαὶ; 
= 1,9 


i, JE, 
будет левой мерой Хаара на G1. Так как С; — нормальный дели- 
тель группы G, то модуль группы С, есть сужение модуля группы 
а ($2, предложение 10b)). 
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При n, = 1 подгруппа А сводится к нейтральному элементу, 
и левой мерой Хаара на G будет 


1, JET 


т—1 Е r—1 
mod ail (det Zh) +). & 3 © 1211) © © dz;;. 
“Rod I 
k=1 t, JEL ( 


Группа G,, получающаяся при my — No — ... —N; = 1, называется. 
верхней специальной треугольной группой, а группа G, транспо- 
нированных матриц — нижней специальной треугольной группой. 
Левой мерой Хаара на G, служит 


tet n—1 
mod ([] zi;"-1).(@ du) @( ® da), (14) 
+= 4 1 1si<cjen 
а модуль группы G, равен 
het | 
mod ( |} 277°”). (12) 
i=1 | 


Точно так же в качестве левой меры Хаара на G, получаем 
n—1 1_i n—1 
n—1—1 
mod (|| 22 ")-(@ dz:)@( ® aij), 
i=1 it 1<j<i<n 


а в качестве модуля 


1 . 
mod (II Ser) 


Пример 6. Специальная линейная группа. 


Замкнутые подгруппы Tı(n, К) и ((Т (п, К)*) группы GL(n, К) 
имеют своим пересечением {е}. Следовательно, отображение 
(М, №) -- М-М№ есть непрерывная биекция @ произведения 
Tin, К) x (Т(п, К)*) на некоторое подмножество Q из GL(n, К). 


JIEMMA 7. а) Пусть U = (u;;) E GL(n, К). Для того чтобы. 
U Ε Ὁ, необходимо и достаточно, чтобы det (и; ;j)a<i,j<n FO для 


-& =2, αι Sas tbe 


b) Q есть открытое множество в GL(n, К). 


с) Отображение ф есть гомеоморфизм Т1(п, К) x (T(n, К)*) na Q. 
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Для того чтобы U € ©, необходимо и достаточно, чтобы суще- 


ствовало такое 
Z = (zi;) Е Tıln, К), 


что ZU €'(T(n, К)) (тогда необходимо ZU €'(T(n, K)*), посколь- 
ку U и Z обратимы). Согласно предыдущему, если Z существует, 
TO оно единственно. Следовательно, для того чтобы U € ©, необхо- 
димо и достаточно, чтобы система линейных уравнений 


т 
92 ив; = 0 AZ<Ii<ZI<n) 
{где (2:1) € Tı(n, K)) имела единственное решение. Ho эта система 


может быть записана в виде 


n 


> Ив = —Uij (ISF JEAN). (13) 

k=i-+1 
Для каждого фиксированного i имеем систему из п — i уравнений 
относительно неизвестных Zi, jits 2i,i+2) + + +» Zi,n; ДЛЯ TOTO 


чтобы каждая из этих систем имела единственное решение, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы | 
det (Wrj)iti<n<n, i+i<j<n 0 

для? =1,2,..., п — 1. Тем самым доказано a). Отсюда следует, 
что (2 открыто в GL(n, К). С другой стороны, решая систему (13) 
по формулам Крамера, получаем 5;; как рациональные функции 
от и;;, знаменатели которых отличны от нуля Ha ©, и, значит, 
Z непрерывно зависит от U на ©, чем доказано с). 

Пусть теперь G, < (Τ(ι, K)*) есть нижняя специальная 
треугольная группа. Отображение (M, №) -- ММ есть непрерыв- 


ная биекция 1 произведения Tı(n, К) x G, на некоторое 9’ < 
< SL(n, К). 


JIEMMA 8. а) Пусть U = (u;;) E SL(n, К). Для того чтобы 
U EN, необходимо и достаточно, чтобы det (и; ;)к=:, jen 0 для 
ЕК | 


b) ©’ есть открытое множество в SL(n, К). _ 

с) Отображение ф есть гомеоморфизм Тип, К) χα; на ®. 

В самом деле, пусть M € Tin, K)u N €'(T(n, К)*). Для того 
чтобы MN €SL(n, К), необходимо и достаточно, чтобы N EG... 
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Следовательно, 


O5 SLi KYA R, 
и лемма 8 сразу вытекает из леммы 7. 


Предложение 6. a) Группа SL(n, К) унимодулярна. 

b) Пусть μι u μ» — левые меры Хаара на верхней строго 
треугольной группе Ti(n, К) и нижней специальной треугольной 
группе G,. Образ меры и. ®и»> при гомеоморфизме 


(М, №) == M-N2 


произведения Tifn, К) x G, на © есть сужение на Q меры Xaapa 
группы SL(n, К). 

с) Дополнение к Q' в SL(n, К) пренебрекимо относительно 
меры Хаара группы SL(n, К). 

Группа GL(n, К) унимодулярна (пример 1), а группа SL(n, К} 
есть нормальный делитель группы GL(n, К) и, значит, тоже уни- 
модулярна ($2, предложение 10Ъ)). Утверждение b) вытекает 
иза), леммы ὃ и предложения 13 $ 2. Докажем с). Согласно лемме 
ба), достаточно доказать следующее: если p((Ujj)1<i, j<n) есть 
полином, не равный тождественно нулю на SL(n, К), то множе- 
ство Е тех U Е SL(n, К), для которых p(U) = 0, пренебрежимо 
относительно меры Хаара. Учитывая следствие предложения 13 
$ 1, получаем, что топология в SL(n, К) имеет счетный базис. 
Поэтому достаточно доказать, что любое ПКФ ЕЁ обладает 
в SL(n, К) окрестностью, пересечение которой с Ё пренебрежимо; 
или еще, что J обладает в SL(n, К) такой окрестностью W, что 
USE) W пренебрежимо. Возьмем W = ©. В силу b), все сводит- 
ся к тому, чтобы показать, что множество тех пар (M, N) € 
Е Tin, К) x G,, для которых p(UoMN) = 0, пренебрежимо отно- 
сительно и. ® Uo. Согласно выражениям мер μι и μα (вычислен- 
ным в примерах 3 и 5), это будет вытекать из следующей леммы: 


Jlemma 9. Пусть ф — ненулевой полином из KIX1, ..., X,]. 
В пространстве К’ множество N, определенное уравнением 
ψίαι, ..., Zr) = 0, пренебрежимо относительно меры Хаара. 

Проведем доказательство индукцией по г. Для г =1 `лемма 
очевидна, так как тогда N — конечное множество. Изменив 
в случае надобности нумерацию переменных, можем считать, 
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что Dé ΚίΧι,..., X,-ıl; пусть 
DER Е... А 


ст>0и Vo # 0. Пусть, далее, No — подмножество пространства 
Re определяемое уравнением 1ро(74, ..., αγ.) = 0; согласно. 
предположению индукции, оно пренебрежимо. Для каждого 
(αι, ..., 2-4) € No множество тех 2,€K, для которых 
(ta, ..., Lp4, LZ) € N, конечно и, значит, пренебрежимо. А так 
как А’ счетно в бесконечности ($ 1, следствие предложения 13), 
το МП [(К”-1 — No) x К] пренебрежимо в К’ (гл. У, 8 8, след- 
ствие 8 предложения 9). Следовательно, N пренебрежимо. 


Пример 7. Разложение Ивасавы группы GL(n, К). 
В этом примере К означает одно из тел В, С, Н. Если À CK 3 


то под À понимается A, если К = В, и сопряженное к À, если. 
К = Сили Н. Пусть E есть п-мерное правое векторное прост- 
ранство над КиФ — невырожденная положительная эрмитова 
форма Ha Ё. 


- ЛЕммА 10. Пусть (fi, fo, - - -, fn) — базис пространства Е. 
a) Существует, и притом единственный, ортонормальный 
базис (ει, е›,..., en) пространства E, такой, что 


Ji = ео + еб» +... те“ (i=1, 2,..., п), 


где i; >0 для всех i. | 

b) При фиксированном Ф векторы εἰ и коэффициенты αχ; 
непрерывно зависят om (Н,..., fn) ЕЁ". 

Пусть Е; = НК + foK +... + ВК; оно имеет размерность i. 
Пусть, далее, g; — ненулевой элемент из Z;, ортогональный 
к Ё;.: и такой, что O(g;, gi) = 1. Индукцией по i убеждаемся, 
что (£1, . . +» Li) — ортонормальный базис пространства E,. 
В частности, (81, - - -, Zn) есть ортонормальный базис простран- 
ства Ё. Нусть À; = (gi, fi). Так как f; € er то Л; = 0. Поло- 
жим & = g;|Ai| №. Имеем 

| Ф (её, е;) =| Ail? АПФ (gi, gi) № =1 
и, значит, (е,....,е;)—тоже ортонормальный базис простран- 
ства Κι; при этом Ф(е;, fi)=| A: |λ1!Φ (gi, fui 0, ns Cure 
довательно, €; обладают свойствами, требуемыми в а). Пусть 
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({е',..., en) — другой ортонормальный базис с теми же свойствами. 
Индукцией по i убеждаемся, что (е,,...,е;) должно быть бази- 
com для E;, и, значит, е; — ei с WEK. Имеем 


1 =Ф (ei, ei) = шФ (её, ег) в; = вы 
и 0<®(e, fi) =шФ (e;, №), значит в; >0 и № =1, а стало быть, 
и; =1, чем доказано a). Предполагая доказанным, что е; и Oj; 


непрерывно зависят от (fi, ..., fn) для #< ц, докажем, что Ej, 
и а; непрерывно зависят от (]1,..., fn). Для j Lio, согласно 


предположению индукции, а; =Ф(}р,,е; непрерывно зависит 
от (fi, ..., fn). С другой стороны, 


D (fig fig) = | io 2+ | 92 as oie + | Gig, io—t [+ ai, io? 


и, значит, Oj) i, непрерывно зависит от (f1, ..., fn). Следова- 
тельно, 
i= Е ; πὰ. 
eu = (fs Br 100 1 TRE ET Cio—1Xio, 1) io, 10 
непрерывно зависит OT (]1,..., fn). 


Начиная с этого момента, будем считать Ё = А", а за Ф примем 


форму 21-2... + 2nYn. Напомним, что U (п, К) означает соответбт- 
вующую унитарную группу. Даже если À не коммутативно, мы по- 
прежнему будем обозначать через 7, (п, К) группу верхних тре- 
угольных матриц из M, (К) с диагональю, состоящей из единиц. 


Предложение 7. Пусть Di — группа диагональных матриц 
с элементами >0. Отображение (U, D, T) > UDT есть гомеомор- 
физм произведения Un, К) x D? x Тип, К) na GL(n, К). 

Пусть (ει, . . ., &,) — канонический базис пространства К". 
И пусть X € GL(n, К). Тогда X-e; = f; образуют базис простран- 
ства E. Пусть (е;) — базис, соответствующий этому базису (f;) 
по лемме 10, и U — матрица унитарного автоморфизма простран- 
ства E, переводящая &; в e;. Тогда Ulf; = ва + 8202 +... 
wee + вал, THe αἰ > 0 для i=l,2,..., п. Следовательно, 
Х = ОС, где С есть матрица 


Oy, Any +» Ч 
0 oo ... Ang 


0 Din 
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При этом, в силу леммы 10, U и С непрерывно зависят oT X. 
С другой стороны, формула (8) показывает, что С представимо 
в виде DTcDED!, T Τιίη, К), причем D и Т непрерывно 
зависят от С. Единственность разложения Х = UDT вытекает 
из свойства единственности леммы 10. 

Гомеоморфизм предложения 7 называется «разложением Ива- 
савы» группы GL(n, К). 

Группа G = Di-T,(n, К) есть множество всех верхних тре- 
угольных матриц над А, диагональные элементы которых 0, 
Отождествим элемент (2;;) этой группы C элементом 


(2:1) 1<i<n; (Zi3)1<i<j<n) € (RF y" x К" pie 1/2 


Рассуждая в точности так Ke, KAK в примере A, находим в каче- 
стве правой меры Хаара на этой группе 


| (II 21.) (8 dz;i) ® (8 dzij). | 


Тогда, применяя предложение 13 $2, видим, что если отожде- 
ствить ©@Ё (п, К) с U(n, K)XG посредством отображения 
(U, 5) -> US, то мерой Хаара на GL (п, К) будет 


(IE 21). ® (5, deu) ® (® dais), (14) 
_ 1= = 1773 | 
где через a обозначена мера Xaapa на U(n, К). 


Пример 8. Пространства эрмитовых форм. 

В этом примере К всегда означает одно из тел В, С, Н. Поло- 
жим ὃ = dimr К (так что ὃ = 1, 2 или 4). Эрмитова форма на 
правом векторном пространстве А” записывается в виде 


nr 


и, ИЕ ete BE и ‚у 


1, J= 

где hj; — h;; для всех i x j. Обэзначим через $ векторное про- 
странство над В, образованное всеми эрмитовыми матрицами 
из M,(K). Отображение (й;;) — Ф есть изоморфизм пространства 
| $ на векторное пространство всех эрмитовых форм на К", посред- 
ством которого мы будем отождествлять эти два пространства. 
Пусть 9% C 9 есть множество всех невырожденных положи- 
тельных эрмитовых форм на К”. Множество 7 выпукло в f; 
14 н. Бурбаки 
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действительно, если Ф, и Dy € Οἵ, аЛи u — такие два числа 550, 
что À + u =1, то ясно, что AD, + un, есть положительная 
эрмитова форма; с другой стороны, если (AD, + pO.) (x, α) = 0, 
το Φα, : £) = ФС: 2) — 02 м следовательно, = 0, так 
что AM, + uD, не вырождена. Покажем теперь, что f* есть 
отирытое множество в 9. Пусть 5 — множество тех x = 
= (1... 2) € К”, для ноторых ur +. AOS ae merit Foes v3 Se 
компактное множество в К”; если D Е $*, то функция 5 => D(z, x) 
непрерывна и 50 на δ, а значит, ее нижняя грань 0; следова- 
тельно, если Ф’Е$ есть форма, достаточно близкая к ©, то 
D'(x, x) > 0 для всех x € 5, так что Ф’ положительна и не BHIPO;K- 
дена. | 

Линейная группа GL(n, К) действует непрерывно справа в $ 
по закону (X, Ф) -> Φιο Χ, тоесть по закону (X, Н) н= XX: 
если обозначить через H эрмитову матрицу, соответствующую Ф. 
Ясно, что 9; устойчиво относительно GL(n, К). Более точно, 


в силу следствия 1 теоремы 1 $ 6 главы IX Алгебры, $* есть орбита 
n 


относительно GL(n, К) формы D, XLiYi, соответствующей единичной 


a 


матрице /,. Ее стабилизатор есть U(n, К). Согласно лемме 2 
Приложения 1, %* отождествима, как топологическое однородное 

пространство, с GL(n, K)/U(n, К). 

Пусть Х для любого Х E GL(n, К) означает автоморфизм 

He XHX 

действительного векторного пространства %. Обозначая через μ 

меру Хаара аддитивной группы %, имеем χι (μ) =| det Χ ip 
($ 1, предложение 15). Покажем, что | 

| det Х | =| N (X) |", (15) 

где N означает норму в M, (K), рассматриваемом как В-алгебра, 

а А. Достаточно проверить (15) для Х, пробегающего 


некоторую систему образующих группы GL (п, К), а следовательно 
(Алг., гл. II, 3-е изд., 810, n° 13), для матриц X следующих 


типов: 
а) Х есть матрица отображения вида 


(2; Lo, . ° Ln) pane: (To(1) Ἕσ(2)» s+ 43 То (п)), 
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где 0€E&„. В этом случае некоторая степень Х равна 1, и, значит, 
|det X|=|N(X)|=1. 
b) Х есть матрица отображения вида 


(24, Lo, .,., In) => (ati, до, rs Daye 


Тогда, если (hij) §, то X ((h;,)) = (hij) ς hi, = ahya=|a Phy, 
и’; = ай: для ἱ-1, hi;=h,; для i>1, 7 > 1; следовательно, 


det Я аа ja. 


C другой стороны, если У = (у) EMA (К), то ХУ = (уз) ο и, = 


’ 


снова верна. | 
с) Х есть матрица отображения вида 


(Σιν Lo, +, Ln) (ti + 02, Lo, 2-2, in): 
Имеем X ((hj;)) = (hij) ο hi, =hy, hi, = hy + hub, hi, =hy дляё > 3, 
hy, = hee + > + hab + bhy,b, hy; = hoi + bhy; для 1 2, ВВ 
для i> 2, 15 2. Принимая во внимание лемму 6, получаем. что 


|4οἱ Х [= 4. Точно так же убеждаемся в том, что | № (X) at, 
чем и завершается доказательство’ формулы (15). | 


Теперь мы видим, что мера |N г du(H) на 9 инва- 
риантна относительно GL (п, К), ибо 
KUN MI" du (Н))=| М(Х(Н)) "| det X | du (H) = 
=|N(H)\"" | N(X)|* | det X | du (H) =| N (A) |"? du (H). 


Если НЕ $7, то H =X (In) ='XX для некоторого À €GL(n, К), 
и поэтому NV (H)=N(X)N(X)>0. Следовательно, eduncmeen- 
ная, с точностью до постоянного множителя, мера Ha §*, инва- 
‘риантная относительно СЁ (п, К) (см. $2, теорема 3), есть мера 
dy(H)=N(H) "du (H). 
В частности, 
dy (Н)= (det Н) "TV du(H) при K=R, 
dy (Н) = (det H)~” du (H) при К=6С. 


14% 
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Упражнения 


1) Пусть Е — конечномерное векторное пространство ‘над В, 
С или H, а ФиФ’ — невырожденные положительные эрмитовы формы 
на Ё. Предположим, что О (Ф) < U(®’). Показать, что Ф и D’ пропор- 
циональны. [Использовать существование ортонормального базиса 
(е.,..., En) относительно Ф, который ортогонален относительно D’. 
Отображение u € (Е, Е), определяемое условиями и(е;) = e;, 
u(e;) = ει, ще,) =е, для k#i,j, принадлежит ζ(Φ).].. 

2) При обозначениях леммы 7, показать, что Q имеет дополнение 
в GL(n, К), пренебрежимое относительно меры Хаара. [Рассуждать 
как при доказательстве предложения 6.] 

*3) Пусть Х — локально компактное пространство, в котором 


действует справа, непрерывно и совершенно, локально компактная 


группа À по закону (x, Е) + αξ (x ЕН, ЕСН). Пусть, далее, n — 
каноническое отображение X — Х/Н. Наконец, пусть р — непрерыв- 
ное представление Н в GL(n, С). Показать, что для любого b € X/H 
существуют окрестность U элемента 6 в Х/Н и непрерывное отображе- 
ние г: n!(U)—- GL(n, С) такие, что τ(αξ) = г(2)0(Е), каковы бы ни 
были хЕл-К(О) и ЕЕН. [Можно предполагать Х/Н компактным. 
Пусть f — непрерывная функция >0 на X, не равная тождественно 
нулю на каждой орбите и имеющая компактный носитель. Положить 


г (a) = | f (v8) р (E)-1 dB (ἕ) € Mn (©), 
) | 


где В означает левую‘ меру Хаара Ha Н.” Показать, что при надле- 
жащем выборе fu U для всех zen! (U) будет г (x) € GL (η, C).] 

4) Пусть К — недискретное локально компактное поле и 4 —алгебра 
конечного ранга над К. 

а) Пусть 'Т (п, A) есть алгебра всех матриц (5;;) € М» (А), у кото- 
рых 1;;=0 при i>j. Показать, что если М =(mj;j;) € T(n, A), то 


1 
Mon, д)/к (М) = Ш Nr (mi; ee ). 


[Использовать лемму 6.] 
b) Пусть 7 (п, 4)* —группа всех обратимых. элементов из Г (п, A) 


и М=(т;;) ЕТ (п, А). Показать, что МЕТ (п, А)* в том и только 
том случае, если m;; обратимо в А при каждом i. 
с) Обозначая через & меру Хаара аддитивной группы алгебры А, 


показать, что 


τι 
( [| mod Nix (εε)ἱ-η-1). @ da (mij) 
i=1 tS) | 


есть левая мера Хаара Ha Т (п, A)*. 
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d) Показать, что если Мл/к = N xx: то 
n 
Ar cn, ays (mij) = Il mod Млд/к (т) 2771. 
к 


5) Пусть В" наделено квадратичной формой 21--22-... +2 
и С„— его группа движений с ‘определителем 1. 

а) Показать, что Gn унимодулярна. 
b) Всякий элемент из Go единственным образом записывается 
в виде | 


(2, у) => (и-- 1608 —узшо, υ--α 13 0-1! Cos 0), 


где и m v принадлежат В, а @& — элемент группы © углов между полу- 
‘прямыми, изоморфной. U. Показать, что du ©) 42 ©) do (где ἀῶ —мера 
Хаара на 0) есть мера Xaapa на Go. | 

6) Пусть P— множество всех комплексных чисел 2=х--йу, мнимая 
часть которых > 0. Показать, что SL (2, В) Гдействует НН 
и непрерывно слева в Р по закону 


(? jae 

oa czt+d 

и что Р превращается таким путем в топологическое однородное про- 

странство относительно SL(2, В). Показать, что y? dr dy есть инва- 

риантная мера на Р. 
*7) Пусть С — унимецулярная группа SL(n, В) и Г — ее под- 

группа, состоящая из всех целочисленных матриц с определителем 1.. 

Показать индукцией по п, что всякая инвариантная мера LU на одно- 


родном пространстве С/Г ограничена и что при надлежащем выборе μ 
для всех f € #(R") имеем © 


froëz [( Ὁ 19) an Go (1) 
Rn 


G/T 2€Zn, z+0 


ET Г). [Пусть С’ — подгруппа группы G, образованная всеми матри-. 
цами, оставляющими инвариантным базисный вектор (1, 0, 0, ..., 0), 
так что С/С’ отождествима с В”. Пусть ("= 4’ NT, а Н— подгруппа 


всех матриц fs у | из G’, в которых Y €SL(n—1, В) — целочислен- 


ная матрица. Тогда H/G” компактно и, по предположению индукции, 
G’/H имеет конечную инвариантную меру, а следовательно, в силу 
предложения 12 $2, G’/G” имеет конечную инвариантную меру. 
Применяя упражнение 6 $2 и упражнение 206 из Алг., гл. УП, 
$ 4, показать, что для FE (ἈΠ) 


a | f(ayde= (У ram) du 


Rn G/T 
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где суммирование распространяется на все векторы т = (Mm, ..., Mn) 
с целыми взаимно простыми в совокупности координатами. Применив 
это к функциям (2x), f(3z), ... и просуммировав, доказать (1). Затем, 
заменив | функцией x —> εἴ f(ex) cf > 0 и устремив = к 0, показать, что 
всякое компактное подмножество из С/Г имеет меру <1.] 

8) а) Показать, что на S,_1 существует, и притом единственная 
C точностью до постоянного множителя, мера @n-1, инвариантная 
относительно O(n, В) [рассмотреть S,_; как однородное пространство 
относительно O(n, R)]. у 

b) Отображение ($, =) —> iz позволяет отождествить топологиче- 
ское пространство В” — {0} с топологическим пространством RE X 
x Sn 1. Показать, что тогда мера, индуцированная на В” — {0} 
мерой Лебега из В", отождествляется, с точностью до постоянной, 
с "145 dw„-ı (2). [Использовать инвариантность меры Лебега 
пространства В” относительно O(n, В) и то, что мера Лебега замкну- 
того шара с центром 0 и радиусом г пропорциональна г”.] 

с) Пусть Zp, есть пересечение Sh_1 с гиперплоскостью Zn = h. 
Непустые Гл являются классами интранзитивности группы O(n —1, В) 


в Sn-ı. Показать, что @n-ı представимо в`виде ja dv (№), где An 


есть инвариантная’ относительно О(п—1, В) мера, сосредоточенная 
на Ln, а у—некоторая мера на [—1, 1]. Отождествляя Lp, © Sh_o 
посредством отображения 2 > hen + /И1—12, можно предполагать, 
что An=@n-2- Пусть Ко-— подмножество из Sp_4, определяемое Hepa- 
венствами sind < zx, <1. Вычисляя меру Лебега множества точек #2 
(QO<t<1, x€Ko), показать, что @n-ı (Ко) пропорциональна 
π/2 

cos"-2p dp. Вывести отсюда, что если положить A=sind 

0 

(—n/2 < 0 < 1/2), To мэра у отождествится с Cos?-20 dd, 

4) Индукцией по п получить, что 


dOn-1 = cos"20, cos"-30, ... COS θῃ.» 40, 495... 49-1, 


где 
z1 =Sin 04, 
20 = COS 0, sin 6.5, 
In-4= COS 0, ©0305... cos 9,5 sin On_4, 
Lp = COS 0, cos 0. ... cos On_» cos θη. Ι, 
с —n/2 < 0; < п/2 (1 <i<n—2) и0< 0, < 24. 


9) Пусть (ει, го, ез) — канонический базис пространства R®. Всякая 
матрица oESO (3, В), обладающая тем свойством, что д (ез) Æ ез 
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и о (e3) = —ез, может быть записана единственным образом в виде 


о (Ф, ф, θγε- 


COS ф cos \р — sin ф sin ф cos 0 —cos@sinp—singeospcos9  singsin ϐ 
=| sin cos р - cos @ sin 1р cos 9 — sin sin p-+Ccos p cos pcos 8 — созфзш 0 
sin p sin 0 cos р sin 8 © cos 0 


где O0<O0< a, 0<qg< 2a, O<t< 271 (%йлеровы углы»). Пока- 
3aTb, что sin 0 40 dp dip есть мера Хаара на SO(3, В). [Отождествить : 
однородное пространство SO(3, R)/SO(2, В) с 8», использовать пре- 
дыдущее упражнение 8 и теорему 3 $ 2.] 

10) Пусть В — группа движений пространства R° с определите- 
лем 1, полупрямое произведение группы SO(3, В) и группы 7 перено- 
cos. Используем обозначение σί(φ, ib, 9) из упражнения 9 и обозначим 
через КЁ, n, €) перенос на вектор (ἕξ, η, C): 

а) Пусть H — замкнутая подгруппа, образованная всеми эле- 
ментами группы D, преобразующими Re; в себя с сохранением ориен- 
тации. Показать, что Н есть произведение группы переносов (0, 0, Ë) 
и группы вращений 0(®, 0, 0). Вывести отсюда, что однородное про- 
странство E — D/H, отождествимое с пространством ориентированных 
аффинных прямых из R°, обладает мерой, инвариантной относитель- 
но D и единственной с точностью до постоянного множителя. [Исполь- 
зовать упражнение 5а).] | 

b) Пусть Е! — открытое подпространство в Εξ, образованное 
всеми ориентированными прямыми, не ортогональными к е;; такая 
ориентированная прямая может быть определена координатами ξ΄, 7’ 
ее точки пересечения c Re, + Rez и координатами (sin @ sin 0, 
—cos p sin 0, cos0) направляющего вектора. Показать, что 


sin 0 | cos 0 | ἀξ’ dn’ dg dd 


есть мера на Λι, инвариантная относительно D. 

11) Пусть С — компактная группа O(n, В) и À — нормирован- 
пая мера Хаара на G. Пусть Н — замкнутая подгруппа группы G, 
оставляющая (глобально) инвариантным подпространство R* простран- 
ства В”, где Ох k< п; однородное пространство G/H, наделенное 
своей фактортопологией, канонически отождествимо с грассманианом 
Е = Gn-1, p-1(R) (Общ. топ., гл. УТ, $ ὃ, n° 6) Е-мерных векторных 
подпространств пространства В”. Ha Ё имеется мера п, инвариантная 
относительно G U определенная с точностью до постоянного множителя. 
Пусть Op для любого подпространства P € E означает образ меры 
Лебега для R* при таком $ Е G, что s-R* = Р (независимый от эле- 
мента $ Е G, удовлетворяющего этому соотношению). Показать, что 
можно выбрать U так, чтобы выполнялось следующее свойство: для 
любой непрерывной функции f Ha В” с компактным носителем и любого 
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P € E положим F(P) = | f(x)do(x). Torna 
P 


| F(e) au (= | Пе Аир (a) ae. 
E 


Rn 


[Полагая Po—R", заметить, что можно нанисать | Fe du (P)= 
| Е 


= | F -Po) dA ($) с надлежащей постоянной: с, а, с другой сто- 


G 
роны, в обозначениях упражнения 8, 


read | ле) dona @) 
G 


Sn-4 


наконец, воспользоваться упражнением 8b).] . 

*{2) Пусть Е — векторное пространство над полем К, F — его 
векторное подпространство, р — канонический гомоморфизм Е на 
E/F и А — множество тех гомоморфизмов 1: E/F > Е, для которых 
ро} есть тождественный гомоморфизм пространства E/F. 

а) Если f € A и ВЕ Hom(ÆE/F, F), то f+h € A. Показать, что 
если f, f € A, то существует, и притом единственное, h € Hom(Z/F, Е) 
такое, что f + h =f’. Следовательно, А можно рассматривать как 
аффинное пространство, для которого Нош(Е/Р, F) служит про- 
странством переносов. 

b) Пусть В — множество всех векторных подпространств в Ё, 
дополнительных к F B E. Показать, что f => f(E/F) есть биекция А 
на В. Следовательно, В можно рассматривать как аффинное про- 
странство, для которого Hom(Z/F, F) служит пространством пере- 
носов. 

с) Показать, что если и — автоморфизм пространства Z, для KOTC® 
рого u(F)=F, To отображение |-> ιο] есть аффинная биекция A 
на A. [Выбрать начало в А и заметить, что отображение й => uch 
есть автоморфизм векторного. пространства Hom(Z/F, F).] Вывести 
отсюда, что отображение F’ > u(F’) есть аффинная биекция В на В. 

4) Предположим, что К = В и dim Е <-+ о. Пусть С — ком. 
пактная группа и р — такое непрерывное линейное представление С 
в E, что p(s)(F) = F для всех $ € G. Показать, что существует такое 
F’ € В, что p(s)(F') = F’ для всех $ € G. [Использовать с) и лемму 2.} 
Получить этот результат другим путем, используя предложение 1. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
К ГЛАВЕ УП 


JIEMMA 1. Пусть X — локально компактное пространство 
и ЦВ — такое открытое отношение. эквивалентности в X, что 
факторпространство X/R паракомпактно; пусть, далее, п — 
каноническое отображение Х на X/R. На Х существует такая 
непрерывная функция F > 0, что 

а) F не обращается тождественно в нуль ни на каком классе 
по В; | | 

b) для любого компактного подмножества К из Х/К пересечение 
π-1(Κ) с заррЁ компактно. 

Поставим в соответствие каждой точке и Е Х/В такую функцию 
fu Εξ +(Х), что f, не равна тождественно нулю Ha u !(u);} пусть 
QQ, — открытое множество тех точек, в которых {, > 0; следова- 
тельно, u € 1(Q,,) ‘Tak как л — открытое отображение, то множе- 
ства (Q2,,) образуют открытое локрытие пространства X/R. Суще- 
ствует локально конечное открытое покрытие (U,),<7, более тон- 
кое, чем покрытие множествами π((ὸ.), и, далее (Общ. τοπ., гл. IX, 
2-е изд., $ 4, предложение 3), разбиение единицы (&her на Х/В, 
подчиненное покрытию (U,). Выберем для каждого ı Е J такое w, 
что WC л(®,). Функцкя А, = (поп). fu, принадлежит 9(Х) 
и имеет носитель, содержащийся в n !(U,). Следовательно, носите- 
ли функций Г, составляют локально конечное семейство, так что, 


положив F = >) F,, мы определим на X непрерывную функцию 
vel Kor 


F> 0. Для любого u € X/R существует такое t, что g(u) > 0, 
и, значит, u € U,; далее, существует такое x € Qu, что ΤΗΣ} = ms 
тогда fu (x) > 0 ρι(π(α)) > 0, a следовательно, F(x) > 0 и тем 
более F(x) > 0; это доказывает, что Ё обладает свойством а). 
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Наконец, пусть А есть компактное подмножество из X/R. Суще- 
CTBYeT такое конечное множество J < Ι, что для Е J — J имеем 
ПК = ©, и, стало быть, д КК) ῃ supp А = @. Тогда мно- 
экество 
a (А) Пзирр А —л (К) П (|_]зирр A) = 0" (A) П (| jsupp A) 
ιεῖ vel 
компактно. | 


JIEMMA 2. Пусть G — локально компактная группа, счетная 
в бесконечности, и М — отделимое пространство Бэра. Предпо- 
ложим, что G действует слева непрерывно и транзитивно в M. 
Пусть Нх для любого x Е М означает стабилизатор элемента 
хв G, mak что отображение $ => sx группы G на М определяет 
факторизацией непрерывную биекцию @,„ факторпространства 
G/H,, на М. Тогда @, есть гомеоморфизи G/H, на М (иными слова- 
ми (Общ. τοπ., гл. III, 3-е изд., ὃ 2, n 5), М есть топологическое 
однородное пространство). 

Пусть xo € М. Достаточно доказать (там же, предложение 15), 
что отображение $ => 520 переводит всякую окрестность V элемен- 
Ta ев С в некоторую окрестность элемента zo в М. Пусть W — 
такая симметричная компактная окрестность элемента €, что 
W? < V. По условию, G есть объединение последовательности 
компактных множеств, а значит, и некоторой последовательности 
переносов (s,W) окрестности W. Тогда М есть объединение после- 
довательности компактных множеств (5„И/то). Так как М — про- 
странство bapa, то существует такой номер и, что $„И/хо обладает 
внутренней точкой $, хо (1 € И’). Следовательно, хо есть внутрен- 
няя точка множества 


wis) (51 И/ о) = и" ИИ хо < Ухо, 


так что Ухо есть окрестность точки Xo в М. 


ПРИЛОЖЕНИЕ П 
К ГЛАВЕ УП 


JIEMMA 1. Пусть X, В — локально компактные пространства, 
п — отображение X в В u v — положительная мера на В. Пусть, 
далее, b => hy (БЕ Β) есть такое \-согласованное семейство положи- 
тельных мер на X, что для любого b Е В мера № сосредоточена 


на 4b). Положим u = | λν dv(b) и допустим, что отображение 


л U-USMEPUMO. 

а) Если N € В локально у-пренебрежимо, mo m*(N) локально 
и-пренебрежимо. 

b) Если | есть у-измеримая функция на B (co значениями в 
топологическом пространстве), mo fom u-usmepuma на X. 

Пусть K — компактное подмножество из Х. Требуется дока- 
зать, что л(М)ПК и-пренебрежимо, а сужение функции рол 
на К и-измеримо. Но К есть объединение и-пренебрежимого мно- 
*KRECTBA и последовательности таких компактных множеств Kp, 
что n|K,„ непрерывно. Достаточно показать, что an UN)" Κα 
и-пренебрежимо и сужение fom Ha K, ц-измеримо. Итак, мы будем 
в Дальнейшем предполагать, что д| К непрерывно. Тогда л(К) = 
= А’ компактно. Так как д КПК = x КМПК)ПКи М К’ 
_у-пренебрежимо, то мы будем в дальнейшем предполагать, что 
N у-пренебрежимо. Тогда М содержится в некотором у-пренебре- 
жимом множестве JV’, являющемся счетным пересечением откры- 
THX множеств (гл. IV, $4, следствие 2 теоремы 4). Так как π 
и-измеримо, то. π-(Ν΄) ц-измеримо (гл. ГУ, $ 5, предложение 8), 
значит, л-(М’).К и-интегрируемо, и мы имеем (гл. У, $ 3, 
теорема 1) | | 
в (ла (МПК) = | № (1 (№) AK) dv 0). 


В 
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Но если bé М’, то л-(М№’) N К №-пренебрежимо, поскольку 
A», по условию, сосредоточена в x 1(b). Следовательно, 
u(t (№) ПК) = 0. Тем более, л-(М№)П К ц-пренебрежимо, чем 
а) и доказано. С другой стороны, существует разбиение множе- 
ства Κ΄, состоящее из у-пренебрежимого множества M и некоторой 
последовательности (К) таких компактных множеств, что }| Ky 
непрерывно. Тогда сужение функции [ол на каждое множество 
л(К,) ПК непрерывно, а так как π-(Μ)ῃ К, в силу а), u-npe- 
небрежимо, то сужение функции fom на К u-u3MepuMo. 


ГЛАВА VIII 
СВЕРТКА И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


$ 1. Свертка 
1. Определения и примеры 


Напомним (гл. У, $ 6, n°n° 1 и4; гл. VI, $ 2, n° 10), что если 
X и У — локально компактные пространства, U — мера на X 
и @ есть отображение Х. в У, то ф называется и-собственным, 
если: а) ф и-измеримо; Ь).для каждого компактного подмножества 
К из У множество φ-(Κ) существенно и-интегрируемо. Тогда 
мера-образ v = φ(μ) на У существует и обладает следующим свой- 
ством: для того чтобы функция f на У CO значениями в банаховом 


пространстве или в В была существенно интегрируема относитель- 
но у, необходимо и достаточно, чтобы [οφ была существенно 
интегрируемой относительно U, и тогда 


\rwa = |r@@) ἀμ (@). 


x x 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Шусть Χι,..., Xn— локально компактные 
пространства и п; — мера на X; (1<i<n); далее, пусть X —npo- 
изведение пространств X; u и— произведение мер μι. Й, наконец, 
пусть ф— отображение пространства X в локально компактное 
пространство У. Последовательность (и:) называется Фф-сверты- 
ваемой, а μι, ..., Un Фф-свертываемыми, если ф и-собственно; 
в этом случае образ ν--φ(μ) меры u при отображении @ назы- 
вается сверткой мер μι относительно ф u обозначается 


n > 
XKo(Mi)isien, BT Hi; UAU Mis los... μη. 
aie ace: | 
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Последние два обозначения используются, разумеется, лишь 
в том случае, когда не может возникнуть никаких сомнений 
относительно φ. 

Пусть f— функция на У со значениями в банаховом простран- 


стве или в В. Для того чтобы f была существенно интегрируема 


относительно р * Mo * ... * Un, необходимо и достаточно, чтобы 
функция 

(Li, ..., In) == 1 (Ф (21, ..., In)) 
была существенно интегрируема относительно μι & M = ee Uny 
и тогда справедлива формула ΐ 
1/ά(μι» μα»... * Ми) = \r@ (ti, ..., Ln)) dm (21)... din (an), (1) 


которую можно рассматривать как формулу, определяющую 
μικμοκ... μι, если брать в ней FE (У). 

Из определений сразу вытекает, что и; свертываемы в том 
и только том случае, когда свертываемы |ц;|. Тогда‘ имеем 


MS... ® №) | <Ф(|ш®... ®ш|) =Ф(|щ|®... Sun |) 
(гл. VE,$ 2, n° 10), то есть 
ЖЖ ||. | (2} 


Если U; — положительные свертываемые меры и Vj; — такая мера 
на X;, что Оу; < ц;, то Vj свертываемы и 


K Vi Ἂς μι. 
1 ih у 


Предположим, что μι, Ho, ..., Un свертываемы и W, Mo, ..., Ur 
свертываемы (где и, — мера на X,). В силу предложения 6 $ 0 
главы V, Li, Mo, ..., И» свертываемы и 


(MyM) * Иж... * Lin = Ua ож... EM Pe Mot... * Ц. 


Примеры. 1) Каково бы ни было ф, меры ex,, где di Е Xe 
(1 < :< п) всегда свертываемы и имеют в качестве свертки ey, 
где у = φίαι, Lo, ..., An). Следовательно, если каждая из мер 
и; имеет конечный носитель, то U; свертываемы и Uı* ... * Un 
имеет конечный носитель. В частности, пусть M — моноид, наде- 
ленный локально компактной топологией; если взять в качестве 
Ф закон композиции в ΛΜ, то меры на М с конечным носителем 
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образуют, относительно свертки, алгебру, которая есть не что 
иное, как алгебра моноида М (над В или С, в зависимости от того, 
какие меры рассматриваются — действительные или комплексные). 


2) Пусть М — моноид, наделенный дискретной топологией; 
предположим, что для любого m Е М имеется лишь конечное мно-- 
жество пар (т’, т”) € МХМ таких, что m’m” = m; то же можно 
выразить, сказав, что закон композиции в М является совершен-- 
ным отображением МХМ в М; тогда меры на М образуют, 
относительно свертки, алгебру, которая есть не что иное, как 
расширенная алгебра моноида М; отметим следующие два случая: 

а) М =\, закон композиции — сложение. Каждой мере u. 
на N поставим в соответствие формальный ряд 


OO 


δίμ)-- Ὁ μ(ίπ)) es 


с одним переменным 1. Тогда S(uwx*xp’)=S (и) 5 (p’). Аналогичное. 
замечание применимо к формальным рядам C любым числом 
переменных. | 

Ὁ) M=N*, закон композиции — умножение. Каждой мере: 
ц на № поставим в соответствие формальный ряд Дирихле 


Diy) = Deyn. 
Тогда D(u»w)-D(w)D(w)., | 


3) Пусть X, У, Й— локально компактные IIPOCTPAHCTBA,. 
а @— непрерывное отображение X X У BZ. Если хЕХ u u— мера 
на У, то утверждать, что Ex и и Фф-свертываемы, все равно что 
утверждать, что отображение ф(х,-) пространства У в Z μ-οοῦ-- 
ственно. И тогда 8: *и=ф(х,-) (и). | 


2. Ассоциативность 
Следующая лемма дополняет предложение 7 $ $ главы V: 


JIEMMA 1. Пусть Х; У; (1<&<п) — локально компактные` 
пространства, и; — мера на X, и ф; — непрерывное отображение 


X; в У;. Далее, пусть X=[[X:, У ЦУ, и = ® Wi, a P—oMo-. 


бражение X в У, - являющееся произведением отображений φ:.. 
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Если @ и-собственно и bi AO для всех i, MO Q; bi-cobemeenne 
и φίμ)-- @ i (м). 

Можно. предполагать, что M; положительны и п=2. Пусть 
НЕ, (Y,). Так как W=£0, то существует такая функция 
μεθ, (V2), что fgao@a He и›-пренебрежима. Функция (Ζι, Lo) => 
= f1 (91 (αι) fo (Do (х2)) существенно и-интегрируема и непрерывна, 
а значит, и-интегрируема. Стало быть, существует такое 206 Xo, 
что > (> (12)) AO и функция ry fi (qi (21)) fo (Φα (22)) ил-интегри- 
руема. Следовательно, f,°@, и\-интегрируема, чем доказано, что 
отображение ф! и!-собственно. Точно такое же рассуждение можно 
провести и для Go. Согласно предложению 7 § 8 главы V, 


p (в) = ® (pi (Mi). 


Следующая лемма дополняет предложение 4 $ 6 главы У. 


Лемма 2. Пусть ИТ, Г’, T"— локально компактные простран- 
ства, и — мера на T, п— и-измеримое отображение Т в Т’, x — 
непрерывное отображениг Т’в T’ и п’=п’ол. Ecau п’ u-co6cm- 
венно, то л п-собственно, п’ п (и)-собственно и п’ (μ) =л’ 5 (u)). 

Пусть А’— компактное подмножество из 7’. Тогда К” --π’(Κ' 
компактно, значит, =”! (К”) существенно ц-интегрируемо, и, сле- 
довательно, л*(К’) < л”"(К”) существенно и-интегрируемо, так 
что л и-собственно. Тогда π’ л(и)-собетвенно и a’ (и) =л’ (л (и)) 
в силу предложения 4 $ 6 главы У. 


Предложение 1. Пусть Х;; (1<i<m, 1<j<ni), Y; (1< 
<i<m),  — локально компактные τόσα πάρης Qi для 


каждого + есть отображение пространства Х; = И Xi, 7-8 У, 


и ф— отображение пространства Δ ΕΗ НХ: а [Υ., являю- 


щееся произведением отображений Pis HAROUEU пусть “th —omo6 pa- 
жение У 6 Z. 

(Г) Пусть wij; — такие меры, заданные соответственно на X;;, 
что для каждого i меры μι; (1<1< п) ф:-свертываемы и меры. 
Ж | Miz] ф-свертываемы; тогда меры Wi; (1<i<m, 1<j<m). 
i | 


{о ф)-свертываемы и 


ia Mir + ΟΚ His). } (3) 
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(II) Предположим, что ф и pi непрерывны, и пусть W;— 
ненулевые меры, заданные соответственно на 2% ij U (фоф)-сверты- 
ваемые; тогда для каждого i меры μι; (A<J<N;) ф:-свертываемы, 
меры X |lu;| ф-свертываемы и справедлива ‘te рмула (3). 

1 


Достаточно ограничиться случаем, когда все рассматриваемые 
меры положительны. 

Пусть выполнены условия утверждения (Т). Отображение ф 
собственно относительно @ μι} U P(@ ш;)= ® φ; (@ 1:1) = ® ( * Wij) 


J oJ 


(ra. V, § 8, предложение 7). Отображение фоф собственно отно- 
сительно & μι; и "he P)(@ Bis) =) (@ (x bij) = X (x His) (гл. У, 


50, αμ ES Δ). и. меры μὴ; (1 < en Ii</<h) 
(роф)-свертываемы и справедлива формула (3). 
Пусть теперь выполнены условия утверждения (II). Прежде 


всего, лемма 2 показывает, что ф собственно относительно À μι;. 
So 
Тогда из леммы 1 следует, что Pi Fin любого i собственно отно- 


сительно ® Шу и 
ф(® Bij) = @ (Ж Ш). 
À, j a BER, 
Согласно лемме 2, Ψ собственно относительно ὦ (X Wij), откуда 
een 


и следует предложение. 


Следствие. Густь X;, Xi 16 i<n), У, У’— локально Kom- 
пактные пространства, а ф и Фф’— непрерывные отображения 


соответственно X=||X; 7-й ain, ks в У’; пусть, далее, 
р i 


|; — непрерывные отображения X; в X; 3 <n) u g—nenpe- 
рывное отображение У в У’ такие, что φ’ ο 2 оф, где } — ото- 
бражение X в X’, являющееся a ee отображений fi. 
Пусть, наконец, в; — ненулевые меры, заданные соответственно 
на Х;. Тогда следующие два утверждения равносильны: 

(Г) fi в:-собственно при любом i и меры fi(|pi]) ф’-сверты- 
ваемы. | 

(II) в; ф-свертываемы u g собственно относительно Ko(|u:|). 

Кроме того, если эти утверждения справедливы, mo 


Же’ (fi (wi) = 8 (Же) = Ἔποφ (µε). (4) 


19 н. Бурбаки 
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В самом деле, пусть h=q'of=gof. В силу предложения 1, 
каждое из условий (Г) и (11) равносильно следующему: 

(ПТ) u; й-свертываемы. 

А если оно выполнено, то 


Жо’ (fi (Mi) = Жьшы = 8 (Же). 


3. Случай ограниченных мер 


Предложение 2. Пусть X,, ..., Xn, У — локально компактные 
пространства, ш; — ограниченная мера на.Х; (1<1<п), u—npo- 


изведение мер μι и P— п-измеримое отображение Il Are У. 
; | 
Гогда меры и: ф-свертываемы и || Ἂς и: | < II mil. Если при 
i=! i=1 
этом Li положительны, то || Χ Hi 1É Il |{ we ||. 
но ui = [pel een и | ΜΗ μι || (ra. VI, ἃ 2, 
BPC OCH AP 13). Имеем |μι @ ... ὦ Un| =, ® ... @ wn (ra. VI, 
§ 2, n° 10), и, значит, μι ®. oe Un ограничена и 


[μι ... | vee || Ha 


(гл. У, § 8, следствие 6 предложения 5). Следовательно, φ u-co6- 
ственно (гл. У, $6, n° 1, замечание 1), то есть меры U; ф-сверты- 


ваемы. Имеем || x ag = fH ss pia TV, $ 6, теорема 1), 


и, значит, || > 4 |||... Пи». Наконец, EST Ж № (n°1, 
формула (2)), и, следовательно, 
IK will <f] % м |= ii ull 
ПреЕдложЕНИЕ 3. И yomb Χι ..., An, У — локально RER 


| n 
пространства u ф— непрерывное отображение || X; в У. Тогда 
i=1 


(μι, ...› Un) => Жой; есть непрерывное полилинейное отображение 
n 

произведения || #!(X;) в M1(Y). 
i=1 


Это следует из предложения 2 и сказанного в n° 1. 
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4. Свойства, касалощиеся носителей 
ПредложеЕниЕ 4. Пусть X,, ..., Xn, У — локально компактные 
пространства, ш— мера на X, (L<i<n), S;—ee носитель 


и ф— такое непрерывное отображение [| x; в У, что сужение @ 
i 
на || S; совершенно. Тогда u; ф-свертываемы. 
Е 


Действительно, пусть К — компактное подмножество из У. 

. Носителем меры u =! ® ... ® Un служит S=[[S; (ra.:1l, $5; 

предложение 2). Следовательно, gp '(K) (II X;—S) и-пренебре- 
1 

жимо. С другой’ стороны, ф"(К)[]5 компактно. Стало быть 


ф<1(К) и-интегрируемо. 


ПредложЕнИиЕ 5. Пусть X,, ..., Xn, У — локально компактные 
пространства, и; — мера на Х; (1<i<n), и — произведение мер Wi, 
φ-- и-собственное отображение пространства ll X;jeY u S;— 

i 


носитель меры Wi. 
а) Носитель меры X р; содержится в замыкании множе- 
et 


ства φ (LI Si). 


Ὁ) Если ф непрерывно и U; положительны, то носитель меры 
Ж и; есть замыкание множества ф ([] δι). 
i i 


Пусть S=|]S; есть носитель меры и. Носитель меры X μι, 
i i 


согласно следствию 3 предложения 2 § 6 главы У, содержится 
в Ф(5). Если ф непрерывно, а и; положительны, то носитель 
меры Жи; есть ф(5) (там же, следствие 4 предложения 2). 

i | | 


Следствие. Если ф непрерывно и меры и; имеют компактный 
носитель, MO и; свертываемы и X U; имеет компактный носитель. 
i 


5. Векторное выражение свертки 


ПРЕдложеЕнИиЕ 6. Пусть X, У, Z— локально компактные про- 
странства, ф— непрерывное отображение ХХУ eZ,ahuu— 
меры на X и на У. Для того чтобы À и u были ф-свертываемы, 
необходимо и достаточно, чтобы отображение (x, у) => Eqcx, y) = 


15* 
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= Ex *&, произведения X XY 6 οἵ (2) было скалярно (À ® u)-unme- 
грируемо относительно топологии о (cl (2), & (Ζ)), и тогда 


jon | (8x * ву) dA (x) du (y). 
| ΧΧΥ 

Утверждение, что A и M Q-CBEPTHIBACMEI, означает, что для 
любой функции fC“ (Z) функция [οφ (À ® в)-интегрируема, то. 
есть что для любой функции fe“ (2) функция (x, у) => (f, Eos, y)) 
(A Ὁ в)-интегрируема, то есть, еще, что отображение (X, у) > Eyix, y) 
произведения ХХУ в &(Z) скалярно (A ® u)-uarerpupyemo 
. относительно о (cM (7), éÆ (Z)). Если же это так, то 


hep, A= | Fe War) ар) = | Core, ys f) 4% (2) du), 


XxY 
откуда 
heu | ἔραν) dA (2) du (у). 
ΧΧΥ 

Предложение 7. Пусть X, У, Z— oranono компактные про- 
странства, ф— непрерывное отображение ХХУ @Z,akhu w— 
меры на X и на У. Предположим, что для любого LEX меры Ex 
u u фсвертываемы. Для того чтобы À и и были ф-свертываемы, 
необходимо и достаточно, чтобы отображение XT > &.x|u| про- 
странства X 6 oh (2) было скалярно А-интегрируемо относительно 


топологии σ (ο΄ (2), € (2)), и тогда А*и= | (Ex «μ) aA (x). 
X 
Предположим, что А и и ф-свертываемы. Для любой функции 
fc (7) функция fog ([λ| ® и ))-интегрируема, и, значит, функ- 
ция cr | f(g (х, y))diuf(y)=K{f, вх*|и|) (по условию, определен- 
'y | 
ная для всех ХЕХ) А-интегрируема; следовательно, 2--» Ex *| и | 


‘скалярно А-интегрируема относительно σ(οή (2), 6; (2)), и мы 
имеем 


rene | Are) | υ)) ἀμ = | 4, a Ware), 
Χ να Χ 


откуда А+р = | (ex + u) dA (x). Обратно, предположим, что отобра- 
x 


_ жение сна. * ||| пространства X в HM (72) скалярно А-интегри- 
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руемо относительно о (о (Z), #(Z)). И пусть 16%’. (2). “Тогда 
функция (x, у) == [(ф(х, y)) непрерывна, и мы имеем (гл. У, $ 8, 
предложение 1) 


| lot уу alul( = 
= j'aie roumain 
= (f, Ex*[ ul) d'A (5) + 00. 


Следовательно, [οφ (à @ D ide ee так что À и и @-cBep- 
тываемы. 


Упражнения 


1) Пусть Г — выступающий замкнутый выпуклый конус в ВП. 
Показать, что отображение (x, у) > x + у произведения ΓΧ ΟΕ ΒΓ 
совершенно. Вывести отсюда, что любые две меры на Г свертываемы 
относительно отображения (x, у) на + y. 

2) Пусть G — локально компактная группа и Г — компактное 
пространство, полученное присоединением к С бесконечно удаленной 
точки ὦ. Продолжим закон композиции из С на Г, положив хо — 
= Wr = © для всех x € Г. Всякой мере р Ha Г соответствует, с одной 
стороны, ограниченная мера μι; на G, а с другой стороны, комплекс- 


ное число μ({ω}). Пусть * (соотв. +) означает свертку, определяемую 
умножением в С (соотв. Г). Показать, что (pu * У) = μι «νι Ἡ 


(u + v) (ω)--μ.(ω) νι (6) ἠ-ν (@) μι (6) +p (0) v (©), 


каковы бы ни были меры u I V на Г. 


$ 2. Линейные предетавления групп 


1. Непрерывные линейные представления 


Пусть G — топологическая группа, Е — локально выпуклое 
пространство и U — линейное представление С BE. 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. (Г) U называется раздельно непрерывным, если 
U(s) для любого $ Е G есть непрерывный эндоморфизм пространства 
Е, а отображение sr U(s)x пространства @ в Е для любого 
x € E непрерывно. 

(11) U называется непрерывным, если (5, x) > U(s)x есть непре- 
рывное отображение G X ΕΕ. | 
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(111) U называется равностепенно непрерывным, если. оно непре- 
рывно и множество эндоморфизмов U(s), где $ пробегает G, равно- 
степенно непрерывно. | 


Замечания. 1) Утверждение, что U раздельно непрерыв- 
но, означает, что $ => U(s) есть непрерывное отображение G в про- 
странство £(H; Ё) непрерывных эндоморфизмов пространства 
Ё, наделенное топологией простой сходимости. 

2) Соединение следующих трех условий влечет непрерыв- 
ность U: 

а) U(s) непрерывно для каждого $ Е G; b) существует такая 
окрестность У элемента e, что U(V) равностепенно непрерывно; 
с) в Е{существует такое тотальное множество D, что отображение 
$ => U(s)x непрерывно для каждого x € D. 

В самом деле, в U(V) топология простой сходимости совпадает 
с топологией простой сходимости на D (Тон. вект. простр., гл. ПТ, 
$ 3, предложение 5). Следовательно, отображение ($, 2) > U(s)x 
произведения У κ Ев E непрерывно (Общ. τοπ., гл. X, 2-е изд., 
$ 2, следствие ὃ предложения 1). A так как Ulsos)e = U(so)(U(s)z) 
при любых 5% ЕС, $ ЕС, ΣΕΠ, то видим, что U непрерывно. 

Когда G локально компактна, условия а) и b) равносильны 
условию: | 

a’) Для любого компактного подмножества К из @ множество 
U(K) равностепенно непрерывно. 

3) Предположим, что U есть непрерывное линейное пред-. 


ставление С BE. И пусть U(s) для любого $ Е G есть непрерывное 
продолжение U(s) на пополнение Ё пространства Ё. Тогда U есть 


линейное представление G в Е, удовлетворяющее условиям a) 
и с) замечания 2, а также, в силу предложения 4 из Общ. топ., 


гл. Χ, 2-е изд., $ 2, условию b). Следовательно, U есть непрерывное 


линейное представление G в Ё Е. 

4) Если E — нормированное пространство, то U называется 
изометрией, если || U(s) || =1 для всех «Ες. Для этого доста- 
точно, чтобы || U(s) || < 1 при любом $ ЕС, ибо тогда 


1= АОИ $) |, 
откуда || U(s) || = || U(s) || = 1 для Bcex $ ЕС. 
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ПрЕдложЕНИЕ 1. Если С локально компактна, а Е бочечно, 
mo всякое раздельно непрерывное линейное представление U группы 
G e Е непрерывно. | 

Действительно, для любого компактного подмножества К из G 
множество U(K) компактно в топологии ‘простой сходимости 
(замечание 1) и, значит, равностепенно непрерывно (Топ. вект. 
простр., гл. [1], $ 3, теорема 2), а тогда применимо замечание 2. 


Лемма 1. Пусть G — локально компактная группа и о — 
такая полунепрерывная снизу конечная функция >0 на @, что 
o(st) < o(s)p(t), каковы бы ни были s u физ G. Тогда о ограничена 
на любом компактном подмножестве из G. 

Существует такое непустое открытое подмножество U из G, 
что о ограничена на U (Общ. τοπ., гл. IX, 2-е изд., $ 5, теорема 2). 
Пусть К — компактное подмножество из G. Тогда К покрывается 
конечным числом множеств SU, ..., SU. Так как для любого 
x € U имеем (siz) < p(s;)p(z), то р ограничена на каждом 8:0, 
а значит, и на К. 


ЛЕммА 2. Пусть G — топологическая группа, U — ее линейное 
представление в нормированное пространство Е u А — всюду 
плотное подмножество из Е. Предположим, что U(s) непрерывно 
для каждого $ ЕС и что $ + U(s)x для любого x Е А есть непрерыв- 
ное отображение Ge Е. Гогда функция $ > g(s) = |0 (6) || na G 
полунепрерывна снизу и удовлетворяет, неравенству g(st) < g(s)g(t). 

Пусть В — единичный map пространства Ё. Так как g(s) = 
= u \|U(s)z ||, а каждая функция sr || U ($)х|| непрерывна 

хЕ 


на G, то g полунепрерывна снизу. С другой стороны, 


2 (94) = UT < || 0 (8) U l=ee(d. 


ПредложЕниЕ 2. Пусть G — локально компактная группа 
и U — ее линейное представление в нормированное пространство Е. 
Пусть, далее, А есть всюду плотное подмножество из Е. П редпо- 
ложим, что U(s) непрерывно для всех $ Е G изн> U(s)x для любого 
x € A есть непрерывное отображение G в Е. Гогда U непрерывно. 

_Действительно, согласно леммам 1 и 2, ||0 (5) || ограничено 
на любом компактном подмножестве ‘из G, а треда, применимо 
замечание 2. 
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2. Нонтрагредиентиое представление 


Пусть U есть раздельно непрерывное линейное представление 
GBEuE" — сопряженное к E. Отображение s => 'U(s) есть линей- 
ное представление в E’ группы (5, противоположной С; будем 
называть это представление транспонированным к U. Отображе- 
ние s > 'U(s!) = '0(5)-1 есть линейное представление G в Ε΄, 
называемое  контрагредиентным к U. 


JIEMMA 3. Пусть X — локально компактное пространство, 
У и Z — топологические пространства, ф — непрерывное отобра- 
жение X x Ув иф, — отображение у -> φ(ς, у) пространства 
Ув. Если пространства €(Y) u G(Z) наделены топологией ком- 
пактной сходимости, то отображение (x, ἢ} —> fog, произведе- 
ния ХХ 6 (Z) в © (У) непрерывно. 

Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда Х компактно. 
Пусть (2ο, fo) EX x 6 (Z), К — компактное подмножество из У, 
e >0иК’ = Q(X x К). Поскольку foo ф равномерно непрерывно 
на X x К, существует такая окрестность W элемента хо, что 
| о(Ф(х, y)) — fo(p(xo, y)) | < в для всех ze Way € K. С другой 
стороны, если взять f € ® (7) так, чтобы |}(2) — fol) | < = для 
всех ЕК’, то |f (p(x, υ)) — folp(z, и))|< в для всех хЕХ, 
y ЕК, и, следовательно, | }(ф(х, у)) — fo(p(xo, у))| < 2e для всех 
x€Wwuy€K, и лемма доказана. 


Вернемся теперь к прежним обозначениям. 


Предложеник 3. (Г) Если U раздельно непрерывно, то 'U 
раздельно непрерывно при наделении Е’ слабой топологией 
o(E’, Е). 

(II) Если @ локально компактна и U непрерывно, то ‘U 
непрерывно при наделении Е’ топологией компактной сходи- 
мости. | 
Утверждение (Г) очевидно. Утверждение (Il) вытекает из лем- 
мы 3, если положить в ней X =G, Y=Z=E, g(s, x) = 
= 1/(s) x. | 
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3. Пример: линейные представления в пространства 
непрерывных функций 


Пусть G — дискретная группа, действующая слева в множе- 
стве X. Комплексная функция χ на С X X называется мультипли- 
‘катором, если 

x(e, x) = 1, каково бы ни было x ЕХ; (1) 


y(st, x) = x(s, tx) y(t, x), каковы бы ни были $, физ а и rEX. (2) 
Отсюда вытекает, что 


x(£7t, tx)x(t, x) =1, каковы бы ни были { ЕС, zEX, (3) 


и, в частности, y(t, x) 0, каковы бы ни были $ EG, ХЕХ. 

Для любой комплексной функции f, определенной Ha X, и любо- 
го $ ЕС обозначим через Yy(z)f комплексную функцию на X, 
определенную равенством 

(yx ($) ἢ) (21) = x (87, x) (sx). (4) 
Имеем y,(e)f=f и 
(ух (5) ух (s’) Ὁ (x) = x (87, 2) (yx (s”) f) ($12) = 

=%(s*, x) (571, $12) f (ss x) = 

=x ((ss’)™, 2) f ((ss")* x) = (ух ((ss’) f) (x); 
следовательно, VŸx есть линейное представление группы G. Для 
y =1 приходим снова к эндоморфизмам y(s) (гл. УП, § 1, n°1, 
формула (3)). 

Предположим теперь, что G и X локально компактны, G дей- 
ствует непрерывно в X, а x непрерывно на G ХХ. Тогда G(X) 
и &#(X) устойчивы относительно всех Yx(s), откуда и получаем 
линейные представления группы @ в G(X) и #(Х), которые мы 
снова обозначим 4x. 


ПрРЕдложЕнИиЕ 4. Линейные представления yy группы Ge € (X) 
и #(Х) непрерывны. 

Отображение ($, f) > ($, y(s)f) произведения G x G (x) вах 
х @(X) непрерывно (лемма 3). С другой стороны, отображение 
(5, ) = x(s,-)f произведения G X G(X) в @(X) непрерывно, ибо 
если $ стремится к So в С, TO Y(S,-) стремится к χ(ϑο,») равномерно 
на любом компактном подмножестве из X; если, кроме того, f 
стремится к fo B G(X), το (s,*)f стремится к X(so,-)/fo равномерно 
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на любом компактном подмножестве из Х, откуда и вытекает 
наше утверждение. Следовательно, представление γχ группы G 
в G(X) непрерывно. 

Покажем, что и представление y, группы в & (X) непрерывно. 
Как индуктивный предел банаховых пространств, % (X) бочечно 
(Топ. вект. простр., гл. ПП, $ 1, следствие 2 предложения 2), 
и, стало быть, достаточно доказать, что Yx раздельно непрерывно 
{предложение 1). Пусть Н — компактное подмножество из X, 
So € G, Г — компактная окрестность элемента so в Gu L = VH, 
так что L компактно в X. Для любого | ΕΦΘ(Χ, Н ) носитель 
функции Yx(so)f содержится BL, и 


sup | (x (So) N) (at) |<sup|%(s5?, 2) |-sup | f (2) |; 
xEX χε ХЕХ 


следовательно, f —> Yx(So)f есть непрерывное линейное отображе- 
ние пространства &(Х, H) в & (X, Г); отсюда вытекает, что 
7] => vu(so)f есть непрерывное линейное отображение % (X) в себя 
(Топ. вект. простр., гл. II, $2, следствие предложения 1). 
С другой стороны, топология пространства 6 (Х, L) икдуци- 
руется топологией пространства @(X). Согласно доказанному 
выше, отображение $ + yy(s)f окрестности V в 6 (X, L) непрерывно. 
Этим завершается доказательство того, что Py раздельно непре- 
рывно. 


ПредложениЕ 5. Предположим, что каждая функция χί5, -) 
ограничена. Тогда ‘ух оставляет устойчивым &(Х), и линейное 
представление yy группы G в & (X) непрерывно. 


То, что py оставляет устойчивым 64 (X) и каждое yx ($) непре- 
рывно в &(X), очевидно. С другой стороны, $ => ух ($) f для любого 
TE (Х) есть непрерывное отображение С в &(Х), и тем более 


в & (X). Следовательно, представление у, в € (À) непрерывно 
(предложение 2). 


4. Пример: линейные представления 
в пространства мер 


Пусть всюду С означает локально компактную группу, дей- 
ствующую непрерывно слева в локально компактном простран- 
стве X, а y — непрерывный мультипликатор на G X X. Линейное 
представление yy, группы G в 6 (X) допускает контрагредиентное 
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представление в c# (X) (которое мы снова обозначим через у»), 
определяемое следующей формулой (где и Е «А (X), 16% (Х)): 


(Vx ($) μ, nem, vr (8-1) Pye CLAS, ΙΝ. γ (51) p= 
= (y ($) (Х (5, .)-в), Ὁ» 


откуда 
ух (8) w= γ (8) (Х ($, «)’ μ) = (1 ($) Х ($, .)) (у ($) в). 
Заметим, что 


(7 (5) х ($, -)) (1) =X ($, sx). 


Линейное представление yy, группы G в G(X) допускает конт- 
рагредиентное представление в пространство © (X) мер на X 
с компактным носителем; это представление мы снова обозначим 
через Vx; эндоморфизмы γχ(5) пространства © (X) являются суже- 
нием эндоморфизмов Yy(s) пространства cf (X). 


- Предложение 6. При наделении &(X) (соотв. €’ (X)) тополо- 
гией равномерной сходимости на всех компактных подмножествах 
из KH (X) (соотв. © (X)) линейное представление Vy, группы Ge cH(X) 
(соотв. 6’ (Χ)) непрерывно. 


ПредложЕниЕ 7. Предположим, что каждая функция χ(5,:) 
ограничена. Тогда γχ оставляет устойчивым NX), и при наделе- 
нии о И"(Х) топологией равномерной сходимости. на всех компакт- 


ных подмножествах из K (X) линейное представление группы G 
в MX) непрерывно. 
Эти предложения вытекают из предложений 3, 4, 5 


5. Пример: линейные представления 
в пространства ТР 


Пусть всюду G — локально компактная группа, действующая 
непрерывно слева в локально компактном пространстве Х. И пусть 
В — положительная мера на Х с носителем Х. Предположим, что 
на GX X существует такая непрерывная функция χ > 0, что 
для“ любого $ ЕС справедливо равенство 


v(s)B=x (8%, +). 
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(из которого, в частности, следует, что В квазиинвариантна отно- 
сительно G). Гогда X есть мультипликатор. Действительно, пусть $, 
{Е а; имеем 
v (s) v(t) B =v (5) (X(E*, -).В) = (TSX CET, -)) (9 (8) B) = 

| = VIEH x (ST, +) Bs 

γ (st) B= x (ts, «):β; 
следовательно, 

XK (E*, $12) x (84, 1) = (TS, à) 

локально В-почти всюду, а следовательно, и всюду, поскольку % 


непрерывна, а В имеет носителем Х. 


Пусть рЕ[1, + oof. Для любого FELE(X,P) и любого «Ες 
обозначим через γχ, » ($) } функцию на X, определенную равенством 


(vy, ϱ (8) f(z) = x (st, 2) F (e712). 


Имеем 
ner, 3? f (512) 1° dB (x) = | 
= PR, ο) dB (2) = | IF ER (2), 


и, значит, Vy,p(S)fCLC(X,B). Таким образом, yx, p(s) есть 
изометрический эндоморфизм пространства с (Х, В) и определяет 


факторизацией изометрический эндоморфизм пространства LE (Х, В), 
обозначаемый снова ‘yy, p(s). С другой стороны, очевидно, XUP— 
мультипликатор, и следовательно, согласно изложенному в N’ 3, 


Vy, p есть линейное представление группы @ в LC(X, В). 


ПрЕдложЕНИЕ 8. Линейное представление Yy,p группы G 
в [с (Х, В) непрерывно и изометрично. 

Пусть FE (Х). Когда $ стремится к so в С, Yx,p(s)f стре- 
мится K Yy, р (50) | в X (X), а значит, и в [5(Х, В). А так как 
Ух, p(s) — изометрии, то предложение 8 получается применением 
замечания 2 n° 1. 


По поводу случая, когда Х не предполагается непрерывной, 
см. упражнение 13 8 4. 
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ПредложениЕ 9. Предположим, что каждая функция χί5, -) 
ограничена. Тогда yy оставляет устойчивым [5 (Х, В), а линейное 
представление yy группы G в. [< (Х, В) непрерывно. 

Пусть f€ £E(X, В). Имеем 


Fre, 2) f (42) |" dB (x) < 
< sup x (st, 2) "| f(s, 2) Px (o4, 2) dB (2) = 
xEX 
= sup x (st, αι | | f(x) 1° dB (2), 
χΕΧ 


следовательно, ух (5) 16 6с(Х, В), и 


[vx (s) [| <sup x (51, x)*/, 


где 4 обозначает показатель, сопряженный с р. Если {Е (X), 


то ух (5) f стремится к yx (5%) f в X (Х), а значит, и в L£C(X, В), 
когда $ стремится к So. Следовательно, представление yy, группы G 
в [6 (Х, В) непрерывно (предложение 2). 

Свойства, аналогичные изложенным в nn 3, 4, D, имеют 
место и в случае, когда С действует справа в À. 

В частности, рассматривая G как группу левых или правых 
_ переносов в себе самой и принимая χ = 1, получим левые и пра- 
вые регулярные представления группы G в ® (6), %((), & (G), 
% (С), A (G), ού! (4). Взяв в качестве В левую (соотв. правую) меру 
Хаара на G и приняв y = 1, получим левое (соотв. правое) регуляр- 


ное представление G в [с (G, В). 


6. Продолжение линейного представления группы С 
na меры на G 


Пусть G — локально компактная группа, EL — локально 
выпуклое пространство и U — линейное представление G BE. 
Предположим, что U непрерывно, а Ё квазиполно. Тогда для 
любой меры и € G'(G) имеем | U(s) du(s) € £ (Е; Е) (гл. УТ, $1, 

с 
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n° 7). Мы положим U(u) = | U(s)du(s). Наделим @’(G) топологией 
16 

компактной сходимости Ha G(G). Отображение (u, 2) > U(u)x 
произведения @(G) x Е в Е гипонепрерывно относительно равно- 
степенно непрерывных подмножеств из @ (G) и компактных под- 
множеств из ΚΙ; в частности, отображение u > U(u) пространства 
© (G) в £(E; Е) (наделенное топологией компактной сходимости). 
непрерывно (там же, предложение 16). 

Чтобы иметь возможность применять в дальнейшем эти резуль- 
таты, отметим, что если Х — локально компактное пространство, 
то G(X), наделенное топологией компактной сходимости, полно 
(Общ. топ., гл. Х, 2-е изд., $ 1, следствие 3 теоремы 2). С другой 
стороны, 4 (X) бочечно, и, значит, его сопряженное of (X), наделен- 
ное топологией компактной сходимости на &%(X), квазиполно 
(Топ. вект. простр., гл. ПТ, $3, следствие 2 теоремы 4). Разумеется, 


&% (X) полно в топологии, определяемой его нормой, и, стало быть, 
его сопряженное M1(X) квазиполно в топологии компактной CXO- 
димости на #(X) (там же). 

Предположим теперь, что U — непрерывное линейное представле- 
ние локально компактной группы @ в банахово пространство Е. 
_ Положим в ($) =||О ($) || для каждого «Ες. Тогда, если u— такая 


мера на С, что g п-интегрируема, то | О (5) ав (s)€ £ (Е; Е} 
@ Als 
u | | О ($) du (s) |< | g(s)d|u|(s) (гл. VI, $ 1, n° 7, замечание 1). 
a , 


Будем снова полагать U (и) = ju (s) du (5). 
G 


7. Соотношения между эндоморфизмами U (u) 
u эндоморфизмами U (3) 


Леммл 4. Пусть T — локально компактное пространство, 
а — точка us Т, М — подмножество из A(T) υ τ — na 6 M. 
Предположим, что: 
| (Г) для любого компактного подмножества К us T семейство 
чисел |и|(К) (u€M) ограничено; 
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(II) Ra [u (X) = 0 для всякого компактного подмножества К 


из Т— lek | 

(III) в Τ᾽ существует такая компактная окрестность У точки а, 
umo lim u(V) =1. 

и, À - 

Toeda фильтр $ сходится в в в A(T), наделенном топологией 
компактной сходимости на K(T). 

В силу условия (Г), М есть равностепенно непрерывное подмно- 
жество из cH (Т), поскольку оно широко ограничено и (Г) бочечно. 
(Топ. вект. простр., гл. Ill, § 3, теорема 2). Следовательно, 
достаточно (Общ. топ., гл. Х, 2-е изд., $ 2, теорема 1) доказать, 
что если f Е %(Т), το nae u(f) = Ка). Пусть К — объединение У 

μ, 


и носителя функции f; тогда 
Lu (К) — в (У) |= в (К — У) [< (К), 


где Κ΄ — замыкание множества К — И; а так как К’ компактно 


и не содержит а, то заключаем, что lim ц(К) =1. Пусть & > 0 
и, & 


и И’ — такая открытая окрестность точки а в К, что | itt) ack, 
— /(а) | < ὁ для всех ¢ Е И’; можно написать 


(О — (а) = (a) (w(K)—1) + | FO) ар; 
К 


далее, интеграл по К может быть записан в виде суммы анало- 
гичных интегралов по W и по К — W; полагая С = зар |f |, 
получим, следовательно, 


[μ() — fla) |< 
<C|u(K) —11+ 8 |p (К) +2C- |p (КИ). 


А поскольку первый и третий члены правой части стремятся 


'K 0 по %, это показывает, что lim u(f) = Ка). 
U; ra) 


Следствие 1. Сохраняя предположения леммы 4, допустим, 
кроме того, что в Т существует компактное подмножество Ko, 
содержащее носители, ecex мер WE М. Гогда % сходится к г. также 
в © (T), наделенном топологией компактной сходимости на G(T). _ 
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Действительно, отображение сужения G(T) в $ (Ко) непрерывно; 
следовательно, если Н — компактное подмножество из G(T), 
сужения на Ко функций из Н образуют компактное подмноже- 
ство в @(Ko). Тогда достаточно применить лемму 4, заменив в ней 
T на Ко. 


СледствиЕ 2. Пусть, в предположениях следствия 1, f — непре- 
рывное отображение пространства T в квазиполное локально 
выпуклое пространство Е. Toeda 


lim | f(t) du =/@). 
и, о 


Это вытекает из только что установленного следствия À и пред- 
ложения 14 $ 1 главы VI. 


Следствие 3. Пусть G — локально компактная группа, Е — 
квазиполное локально выпуклое пространство и U — непрерыв- 
ное линейное представление Ge Е. Пусть, далее, В — положительная 
мера на С, а — элемент из G и Ÿ — базис фильтра окрестностей 
точки а, образованный компактными окрестностями. Пусть, 
‚наконец, fy для любого У ES есть непрерывная функция > 0 на С, 
имеющая компактный носитель, содержащийся в V, и такая, что 


| fvdb = = 1. Toeda для любого x € E имеем 
ГЕО iv В) x, 


где предел берется по фильтру сечений базиса %. 
Отображение $ > U (5) x пространства G в Ё непрерывно. В силу 


следствия 2, имеем U (a) x = το. | (U ($) α): fy ($) ἆβ ($) по фильтру 


сечений базиса D, то есть U En, (fv-ß) x. 
Υ 


_ Предложение 10. Пусть G — локально компактная группа, 
E — квазиполное локально выпуклое пространство, U — непрерив- 
ное линейное представление G в Е и В — положительная мера 
на С с носителем С. 

(I) Векторы U(f-B)z, где f пробегает H(G), a x npobezaem E, 
всюду плотны в Е. 

(11) Пусть Е — замкнутое векторное подпространство прост- 
ранства Е. Если F устойчиво относительно U, то U(u)(F) € Е 
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для любого u Е ®’(@). Обратно, если U(f-B)(F) < F для любого 
1 Е 5% (G), то Е устойчиво относительно U. 

Первая часть утверждения (II) очевидна, поскольку сужения 
U(s) на F ($ Е@) определяют непрерывное линейное представление 
группы С в квазиполное локально выпуклое пространство РГ. 
Вторая часть утверждения (П) и утверждение (Г) вытекают 
из следствия 3 леммы 4. | 


Упражнения 


1) Пусть (σι)ιει-- семейство локально компактных групп, из кото- 


рых все, за исключением конечного числа, компактны. [Пусть, далее, 
О, — непрерывное линейное представление С, в локально выпуклое . 


пространство £, и пусть Uj(s) для любого $ = ($) Е@= LG означает 


эндоморфизм (αὶ) ==> (U, (5) αι) пространства E = Е. το что 
L 
(— непрерывное линейное представление G в Е. Пусть Е’ — топологи- 


ческая сумма пространств Е, и У (5) — сужение U (ο) на Е’. Показать, 
что У — непрерывное линейное представление С BE. 

2) Пусть U, (соотв. 05) —непрерывное линейное представление 
локально компактной группы С (соотв. H) в локально выпуклое про- 
странство E (соотв. F). Для всех ие £ (Е; Е), EG, УЕН положим 

| V (x, у)-и= Us (y) ou o Uy (2). 
Показать, что отображение (x, у) > V(x, y) есть нецрерывное линей-. 
ное представление группы G° X H в пространство (Е; F), наделен- 
ное топологией компактной сходимости. [Использовать предложение 9 
из Топ. вект. простр., гл. ПТ, $ 4 и то, что U,(K) равностепенно непре- 
рывно для каждого компактного множества К в G.] 

*3) Пусть С — локально компактная группа, U — ее непрерыв- 
ное линейное представление в локально выпуклое пространство E 
и E’ — сопряженное к Е, наделенное сильной топологией, 

а) Показать, что ‘U(K) равностепенно непрерывно для любого 
компактного подмножества К из G. 

b) Пусть F — множество тех а’ € Е’, для которых. отображение 
$ => !U(s)a’ группы GB Е’ непрерывно. Показать, что Ресть замкнутое 
векторное подпространство пространства Z’, устойчивое относительно 
‘U(G), и что представление, получаемое сужением на F представления, 
контрагредиентного U, непрерывно. 

с) Предположим, что E квазиполно, и пусть © — левая мера 
Хаара на С. Показать, что f ++ U(f-a) есть непрерывное отображение 
пространства KG) в Z(E; Е), наделенное топологией ограниченной 
сходимости. [Использовать предложение 17 $ 1 главы УТ.] Показать, 
что F слабо плотно в Е”. [Доказать, что !U(f)a’ € F для любого а’ ЕЁ’ 
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и любого f € H(G), затем использовать следствие ὃ леммы 4.] Вывести 
отсюда, что если Е полурефлексивно, TO контрагредиентное U пред- 
ставление в ЕЁ’, наделенное сильной топологией, непрерывно. 

4) Показать, что если в качестве U взять левое регулярное пред- 
ставление группы @ в L(G, a) (где αἱ по-прежнему — левая мера 
Хаара на С), то F будет подпространством пространства Е” — L(G, a), 
состоящим из всех равномерно непрерывных функций. 

4) Пусть Н — гильбертово пространство. Непрерывное пред- 
ставление U группы С в H называется унитарным, если эндоморфизмы 
U(s) унитарны для всех $ ЕС. Пусть μ᾽ для любой меры u Ε cM(G) 
означает меру, сопряженную к u. Показать, что если и Е eM!(G), το 
U(u*) = ζίμ)". 

5) Пусть G — локально компактная группа, H — ее замкнутая 
подгруппа и U — непрерывное линейное представление H в локально 
выпуклое пространство Ё. Пусть, далее, К — компактное подмноже- 


ство из GU HY (KR) — пространство всех непрерывных функций на G 
со значениями в Ё и носителем, содержащимся в KH, удовлетворяю- 


’ щих условию f(xh) = U(h)-!f(x) (x ЕС, ВЕН). Пусть, наконец, % Us 


объединение всех GH UK), наделенное индуктивным пределом топологий 
равномерной сходимости на À в каждом из пространств GW u (К). Для 
fe KU us € G определим V(s)f Е ὅν u формулой 

(V (5) f) (t) =f (st). = 
Показать, что ТУ — непрерывное линейное представление группы G 


в. 
6) Пусть @ — локально компактная группа, В —ненулевая положи- 
тельная относительно инвариантная мера на G, 8 χ и X’—ee левый 


и правый мультипликаторы. Для f € LE (а, В) и «Ες положим 


(0 (3) ἢ (2) =x (s)~*/? 1 (5712), 
(V (ὁ) ἢ (@) =x! IT"? 1 (as), 
(Sf) (2) = (xx?) Ce) 1 (271). 
Тогда U и V являются линейными представлениями группы С} u 
S2=1, О (5) [= ПУ (8 |=1, 
О ($) V (0) =V (Ὁ Ὁ (5), 
SU (5) S=V ($), 


каковы бы ни были $, ¢ из Οι 
7) Пусть Е — гильбертово пространство, имеющее ортонормаль- 


ный базис (e,),-p, равномощный В. Для любого $ € В через U(s) обо- 
значим изометрию пространства Ё, определяемую условием U(s)-e; = 
= sys для всех ЕЕ В; линейное представление $ -> U(s) группы В 
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в E не будет непрерывно, хотя множество всех U(s) и равностепенно 
непрерывно. | 
8) Пусть @ — коммутативная локально компактная группа, p — 
мера Хаара на G, f — конечная числовая и-измеримая функция на G. 
Предположим, что числовая функция 
$ > f (sx) —f (2) 


непрерывна на С для всех $ Е С. Показать, что тогда f непрерывна. 
[Рассуждать от противного; предполагая функцию f разрывной в неко- 
торой точке 20 Е G, показать сначала, что в G существует такой фильтр 
$ с пределом €, что 

lim | f (820) | = +, 

6,8 
и вывести отсюда, что Им | } (5х) | = +00 также для всех zEG. 

о, 8 

Положив g=|f|/(1-+]|7|), вывести из последнего результата противо- 
речие с тем, что для любого компактного K CG 


lim | |g (s2)—g (2) | du (e) =0. 
ЗК 
9) Пусть @ —локально компактная группа, и — левая мера Xaapa 
на С и ]-— п-интегрируемая функция. Пусть 3 — базис фильтра, 
состоящий из и-интегрируемых множеств меры >0 и имеющий пре- 


делом e. Для любого ВЕ» положим fz (№ ΠΤ | f (st) du (5). 
NEE 
Показать, что an | fp (Е) du (t) = | f(t) du (1) для любого интегри- 
А 3 


| Α 
руемого подмножества A из С. 

10) Пусть @ — локально компактная группа, Е — отделимое 
локально выпуклое пространство, Е” — его сопряженное и U — линей- 
ное представление С в Е, непрерывное в ослабленной топологии 
(Е, Е’) пространства Е. Предположим, что Ё квазиполно относитель- 
но O(E, Е’), так что U(u) определено для каждой меры и € G’(G). 
Показать, что билинейное отображение (п, x) > U(u)-x гипонепрерыв- 
но относительно равностепенно непрерывных подмножеств из G'(G). 


§ 3. Свертка мер на группах 


Е Алгебры мер 


Пусть G — локально компактная группа. Условимся раз 


и навсегда называть меры μι, ..., Mn на С свертываемыми, если 
они свертываемы относительно отображения 


(x4, 2ο, . 09 ie.) > 2115 ооо In; 
16* 
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при помощи именно этого отображения будет всегда преобразо- 
выватъся свертка Жиц;. Для всех $ ЕС, t ЕС имеем 
i 


Poke 2, = ae | (1) 

Для всех s€G и LE (G) имеем 
Est =1 (5) и, (2) 
nxe =0 (5 ") р, (3) 


согласно примеру 3 n° 1 § 1. Если G коммутативна, то утвержде- 
ние, что μι и > свертываемы, равносильно утверждению, что Ua 
и μι свертываемы, и тогда и» из = и2* а. Если же G некоммута- 
тивна, то может случиться, что μι и Hz свертываемы, а из и μι-- 
нет (упражнение 12). 

Предложение 1. Густь С — локально компактная группа и à, 
ц, у— ненулевые меры на G. 

(Г) Если À, u, v свертываемы, mo то же верно и для À и μ, 
|Aj*[pl uv, pu v, Лив ри | 

heuxv—(Axu)xv— «(us v). 

(II) Если À u u, wax u |^|*| при v, свертываемы, mo A, u, v 
свертываемы. To же справедливо, если u uv, как и À и |μ|κ|ν|, 
свертываемы. | 

Это вытекает из предложения 1 $ 1. 

Могут существовать такие меры À, U, V на С, что все свертки 
Азы, (Aru)*v, wxv, Àx(Lxv) определены и, однако, (^№* р) *\ 52 

< = h+(uxv) (см. упражнение 4). 


Пусть о — такая полунепрерывная снизу конечная функция 
> 0 на G, что p(st) < p(s)p(£), каковы бы ни были 5, { из G.\0603Ha- 
чим через AM? (6) векторное пространство тех мер À на G, для кото- 
рых р ^-интегрируема, и пусть ||^ ||» (или просто ||^ ||) — норма 
| o(s)d|A |(s) на этом пространстве. При р = 1 вновь получаем 


G 7 
множество of 1(G) всех ограниченных мер на С. 


Предложение 2. (I) Любые два элемента из A°(G) свертываемы. 


(II) Относительно‘ свертки и нормы |||, M"(G) есть полная 
нормированная алгебра, обладающая единичным элементом ες. 


(III) &'(G) есть подалгебра алгебры, 4° (6). 
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Пусть 2, и 64° (С); покажем, что À и u свертываемы. 
Пусть f Е 6+ (@). Так как о > 0 и полунепрерывна снизу, то суще- 
ствует такая постоянная k >> 0, что } < kp. Тогда 


“убора < |" (st) a] ан < 
<k \" ρ()ρ()αἀ]λ|6) ἀ[μ]()-- 
=k( J" o(syaialis)) ( Гофав 9) 


(гл. У, $ 8, предложение 5). Следовательно, f (A ® и)-интегрируе- 
ма, так что À и U свертываемы. С другой стороны, используя ска- 
занное в главе У (предложение 2 $2, предложение 2 $ 6, предло- 
жение 5 $ 8) и то, что ($, #) => p(s)p(f) полунепрерывно снизу 
на G XG, получаем 


Грол +в) = [7 p(s) 4+6) < 


а а 
< [рода] < J" pe @alal@dlu|@= 
π.Χ GXG | 
= \"p(s)p@alaj(sy aja] =. 
аха 


Мы видим, что А*жи бо? (6) и [|λ«μ|͵-«ς||λ|-|μ||- Учитывая 
предложение 1, заключаем, что о? (С) есть алгебра. Отображение 
Ar>p:A есть изометрическое линейное отображение 9 простран- 
ства о? (() в е1 (С); если wEM1(G), то 1/0, которая локально 
ограничена и полунепрерывна сверху, локально и-интегрируема, 
а р (1/0): и-интегрируема, и, значит, (1/0). и Ее? (С); это доказы- 
вает, что 0 сюръективно; следовательно, cl? (С) есть полная нор- 
мированная алгебра. Наконец, ясно, что & есть единичный эле- 
мент алгебры о? (С), a @'(G)—ee подалгебра ($ 1, следствие 
предложения 5). 


При o=1 предложение 2, (I) и (Il), вытекает также из предло- 
жения 2 $ 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть μι, ..., Un — меры на G. Если все 
Wi, кроме, быть может, одной, имеют компактный носитель, 
mo μι свертываемы. 
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Действительно, пусть 5; — носитель меры U; и 5; компактны 
для всех i=4 io. Пусть, далее, К — компактное подмножество о 


из G. Множество тех (21, ..., 2) Е ll Si, для которых 2.42... ЕК, 
i 


компактно, так как условия X; Ε δι для всех i M 1%... A ЕК 
влекут | 
-ῃ Mira X 
Lin ESTER | eee Si Ks, eee о. 
Следовательно, и; свертываемы ($ 1, предложение 4). 


Предложение 4. Отображение (A, и) == ЛАз*и (соотв. (A, U) = 
> x), где NEG’ (Θα), UE oA (G), определяет в οἵ (G) структуру 
левого (соотв. правого) модуля над алгеброй Ὁ’ (G). 

Это вытекает из предложений 1 и 3. 


ПреЕдложЕНИЕ 5. Пусть ^— левая (соотв. правая) мера Хаара 
на G и wEoh(G). Тогда u и À (соотв. A u u) свертываемы 
и n»A=||u||A (соотв. Ави =). 

Можно предполагать и>0. Пусть ]6&’.(@). Если’ À— левая 
мера Xaapa, то 


faute) |" а ay ee mieten 


а значит, функция (x, у) > f (zy) (и ® ^)-интегрируема и ee инте- 
грал относительно и ® À равен Al(f)||u||. Так же рассуждаем 
в случае, когда À — правая мера Xaapa. 


Предложение 6. Пусть u и у— свертываемые меры на Gu 4 — 
непрерывное представление G в C*. Тогда χ:μ. и χ:ν свертываемы 


μ (χ-μ)Ὡ(χ:.ν)--χ-(μ.ν). 
Пусть fCéZ' (G). Тогда [хе Ww (G), и, значит, функция 


(x, у) => f (xy) x (zy) = f (ху) x (x) x (Y) 
на GX С интегрируема относительно μι. Ὁ %; следовательно, функ- 


ция (x, y)t—> f(xy) интегрируема относительно (χμ) (XV), 
а значит, %-W и YX-V свертываемы. Кроме того, 


Ge μ.χ'ν, f= | flay) χα) xu) duo) dv = 
= οὐ) ἀμῶ)όνῳ)--ῳ»ν, af 


откуда (X-U)+(X:Vv) =X: (в x v). 
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Предложения 7. Пусть С и G' — локально компактные группы, 
и — непрерывное представление G в (’ U μι, ..., Un — ненулевые 
меры на G. Тогда следующие утверждения равносильны: 

(I) и в:-собственно при любом i и меры u(|u;:|) свертываемы; 

(IT) меры μι свертываемы, а и собственно относительно 
ж (| wi |). 
j | 

Если amu условия выполнены, то 


* un) TUR μι). 


Это вытекает из следствия предложения À $ 1. 


Следствие. Лусть G— локально компактная epynna'u μι, ..., Un 
— меры na G. Для того чтобы последовательность (li), 


была свертываема, необходимо/ и достаточно, чтобы последова- 
тельность (п-1),—<„_4 Обладала этим, свойством, и тогда 
(μι * eee *Un) = Un * eee * Ma. 


Это вытекает из предложения 7, если рассмотреть изоморфизм 
ze> т! группы С на противоположную группу. 


2 Случай группы, действующей в пространстве 


Пусть X — локально компактное пространство, в котором дей- 
ствует слева непрерывно по закону 


(5, 1) =-3-т 


локально компактная группа @. Меры μι, ..., Un Ha G x мера v 
на Х будут называться свертываемыми, если они свертываемы 
относительно отображения ($1, ..., Sn, 2) > δι... Spx произведения 


G" x Х 8 X, и под их сверткой будет пониматься свертка в смысле 
этого отображения. 


Если s€G и хЕХ, το 
а РР | (4) 
Если «Ες и uEe# (X), то, согласно примеру 3 n° 1 8 1, 


&* И = ($) и. — (5) 
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Предложение 8. Пусть u — мера на С uv — мера на X. 

(Г) Если, u имеет компактный носитель, то и UV сверты- 
ваемы. | 

(II) Если у имеет компактный носитель, a С действует, совер- 
шенно в X, mo μ. и V свертываемы. 

Это следует из предложения 4 $ 1. 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Относительно свертки, M1(X) есть левый 
модуль над оИЦ(), а M(X) u G'(X) — левые модули над 
@'(G). 

Это вытекает из только что доказанного предложения 8 и пред- 
ложений 1, 3 и следствия предложения 5 $ 1. 


Предложение 10. Пусть u — мера на G, у — мера на X, 
причем u и ν свертываемы. Предположим, что существует такая 
положительная мера В на X, umo y(s)v есть базис меры В при 
любом $ ЕС. Тогда w*v есть базис меры B. 

Пусть К — компактное В-пренебрежимое подмножество из X. 
Тогда К y(s) |v |-пренебрежимо при любом $ € G. Ho 


el» 1v[= | (.»|ν])ἀ[μ|6) 


а 


($ 1, предложение τ), и отображение 8 ++ &,*|у| широко непре- 
рывно ($ 2, предложение 6). Поэтому К, согласно теореме 1 $ 3 
главы У, |p |» |v |-mpeneöpe;kumo. Следовательно, |p |* |v} 
есть базис меры В (гл. У, $5, n° 5, замечание). 


3. Свертка и линейные представления 


Предложение 11. Пусть G — локально компактная группа, 
Е — квазиполное локально выпуклое пространство и U — непрерыв- 
ное ‘представление Ge E. . 

(Если à € θ΄), p € 6G), то U( + p) = ОА) (р). 

(II) Предположим, что Е — банахово пространство, u пусть 
p(s) = || U(s) || для всех sEG. Если À EA°(G), p EAMG), то 
U u) = U(A)U(y). 
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Пусть A, и принадлежат 6'(Ω). Каково бы ни было « CE, 
используя предложения À и 4 $ 1 главы VI, получим 


(Аве = | 0 (5) га (à +u) (= 
а 


2 | U (st) x dA (5) du (t) = | О (5) U (t) x dA ($) du (1) = 
GxG GxG | 


= бб (= (0) | U (+) x du (t)=U (2) U (μ) α, 
G 


откуда следует (Г). Аналогичное рассуждение применимо в слу- 
чае (11). 


Пусть G всюду означает локально компактную группу; пред- 
положим, что G действует непрерывно слева в локально компакт- 
ном пространстве X. Это определяет ($ 2, n° 4) непрерывное линей- 
ное представление y группы (1 Be#(X) (наделенном топологией ком- 
- пактной сходимости на &(X)). 


Horton 12. Если NEG’ (G), a wE eh (X), mo 
-γμ-λαμ. 


В силу предложения 7 $ 1, 


Ави | (es + и) dh(s). 
а 


Ho es*u—7y(s)u (n° 2, формула (5)), и, по определению 7 (À), 
| (y ($) μ) dd. (s) = y(A)p. 


Следствие. Omo6 paxcenue (À, u) > Àxu произведения 6'(G) x — 
Хх «А (Х) в &M(X) гипонепрерывно относительно равностепенно 
непрерывных подмножеств из % (G) и компактных подмножеств 
из &(X) (где Ὁ’ (G) и И (Х) наделены топологией компактной 
сходимости, соответственно на ® (6) и &(X)). 

Действительно, of (X), 'наделенное топологией компактной 
сходимости на &(X), квазиполно. Следовательно, οτοῦρ8- 
жение (A, и) => у(Л) и произведения C(G)XM(X) в A (X} 
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типонепрерывно относительно равностепенно непрерывных подмно- 
эжеств из ®’(() и компактных подмножеств из οὐ (X) (8 2, n° 6). 
Тогда достаточно применить предложение 12. 


_ Замечания. 1) Пусть №66’ (α). Отображение u => ox 
пространства of (X) в ce (X) широко непрерывно. В самом деле, 


пусть f€H(X). Имеем (ox, f)= | 7 (sx) dho(s) du (x) = (u, 2), 
Tye g(x)— | f (sx) а№ ($). Ho g непрерывна (гл. УП, 8 1, лемма 1). 


С другой стороны, пусть © есть носитель меры №, а К — носитель 
функции f. Условия 55 K и $ Сю влекут x€S 1K; следовательно, 
носитель функции g содержится в 51А, так что 856% (X). 
Тогда (№жи, M=(U, g) есть широко непрерывная функция OT U, 
чем наше утверждение и доказано. 

2) Пусть ш € MH (X). Отображение À > À «μμ пространства 6’ (G) 
в од (X) непрерывно в топологиях o(6'(G), G(G)) и с (Л (X), 
& (Х)). В самом деле, пусть 16 (Х). Имеем (7; ^* Uo) = (kh, À), 


где h(s)= | £(s2) duo (2), и REE(G) (гл. УП, § 1, лемма 1). 


ПредложеЕнНИЕ 13. Отображение (5, и) -> у (5) и произведения 
С ход, (Х) в ο) .(Χ) непрерывно при наделении множества of, (Х) 
положительных мер на Х широкой топологией. 


Так как у (5) и =у (53, ') у (50) u, то из замечания 1 следует, что 
достаточно доказать непрерывность рассматриваемого отображения 
в точке вида (e, Uo), где шо. (X). Следовательно, при заданных 
функции [EX (X) и числе > 0 требуется доказать существова- 
ние таких окрестностей U элемента е в G и W элемента Up 
в A,(X), что 


| (62) du (®) — ran (2)|<e (6) 


для всех $ Е U, u ЕЙ’. Пусть V — компактная окрестность HOCH- 
теля К функции f в X, u p € &,(X) такова, что φ(α) = 1 на У; 
в ol +(X) существует такая окрестность Wo элемента ро, что 


а = sup u(V) конечно: достаточно принять за Wo множество 
UEWo 
тех и Е ο .(Χ), для которых |(ф, u — uo) | < 1. Так как отобра- 
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жение (5, X) > sx непрерывно, TO, с другой стороны, в @ имеется 
такая компактная окрестность Uo элемента e, что SX < V для 
всех $ € Uo; тогда функция ($, 2) => f (sx) равномерно непрерывна 
на Uo ХУ, и, следовательно, существует такая окрестность 
И < Uo элемента e, что |f (sr) — f(x) |< e/2a для всех $ ЕП 
и т ЕТ. Стало быть, для всех 3 Е U и u Е Жо имеем | 


| À Τίσα) du (x) — | f(x) ар (a)|<e/2. 
Пусть W CW, есть окрестность точки ш в el, (Х), составленная 


из тех мер WCW), для которых | 7 (x) du (α)-- | f (x) duo 
<e/2. Тогда U m W и будут удовлетворять нашему требованию. 


Упражнения 
—-00 
1) Пусть À и p-—IONOKHTeNbHBIe меры [m | f(x, 0) dz, 
| 0 
Fa. | 
im | f(—x, x) ах на В? (f €c% (В?)). Показать, что A и u CBePTH- | 
0 | | 

ваемы. Пусть и— гомоморфизм (x, y) > x В? на В. Показать, что u 
^-собственно и и-собственно, но и (À) и и (μ) не свертываемы. 

2) Пусть À — локально компактное пространство, в котором дей- 
ствует слева непрерывно локально компактная группа G. Пусть, далее, 
Е — векторное подпространство пространства cf (X), устойчивое отно- 
сительно всех y(s) (566) и наделенное квазиполной локально выпук- 
лой топологией, мажорирующей топологию компактной сходимости 
на ο΄; (X). Пусть yz ($) для любого $ ЕС означает сужение y ($) HaŸE. 
Предположим, что nEE влечет |p| ЕЕ и представление yy группы 
С в Е равностепенно непрерывно. Тогда, если EE и ve cM1(G), 
TO V ии свертываемы и У*и=ук (У) цЕЕ. [Использовать особенно 
предложение 17 $ 1 главы Sh 

3) Для всех 2=(%,...,2%,)€R" положим ig =... +. 
Пусть «И — множество тех мер u на В", для которых существует 
такое действительно число k, что функция (1-+-| x |2) и-интегрируема, 
и <> — множество тех мер v на В”, для которых функция (1+] =12)* 
v-UHTerpupyema при любом А. Показать, что если и Е AM, и VE Ms, 
то ри V свертываемы и u x V Е 1; если u 6 оо и VE Ms, TO р * у EM. 
[Сначала показать, что если u >0 и м 0, то 


4.113) (Ευ) > 4-5); 
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отсюда вывести, что, каковы бы ни были x и ув BR”, 
1-22 < 3 (4-|у[?2) 4+] 2+y |2). 


Тогда пусть UE ch, и VE wo, причем и 20, v>0, и пусть f — непре- 
рывная функция > 0 на RR. Существует такое А, что и = (1-Е |2 [2)*- py 
с ограниченным μη; пусть vy=(1+]|2|2)*-v, что ограничено. Имеем 


|; (+ y) ай (x) ἂν (у) <3" Is (1-+-|2 2) (2) а (ри * V4) (2), 


откуда следует свертываемость μ Ἢ V и TO, что изу 6еЛ1. 

Аналогично рассуждать в случае и, VE c/lo.] 

4) Пусть и—мера Лебега на В, v—mepa Лебега на [0, + eof 
и 21, 226 В. Показать, что свертка ((€,,—€,,) * v) * 1 определена, HO; р 
и v не свертываемы. Показать, что свертки ν * ((€,, — &,,) *р) 
и (vx ве * U определены, однако различны при #1 -Ξ 20. 

9) Пусть @ —компактная группа и и— такая положительная мера 
на С с‘носителем G, что U xu=u. Показать, что и есть нормирован- 
ная мера Xaapa на С. [Сначала показать, что || u || =1. Далее, если u 


не есть мера Хаара на G, TO существует такая функция fE Hs (G), 
что | 


| f(s) du (s) > | f (st) ἀμ (s) 


для всех t€G, причем 


| 7 (s) dy (s) > | f (st) du (5) 


для некоторых #. Показать, что тогда (u * u) (f) > (f).] 

6) а) Пусть 1 = [0, 1] и f — непрерывная функция > 0 на В с HocH- 
телем, содержащимся в [—1, 0]. Показать, что, множество функций 
v(s)f|I (56 Г) имеет бесконечный ранг в of (J). 

b) Пусть fi, ..., №69 (В) и M— множество всех мер u Е о (Г), 
для которых | (71) =... =p (fn) =0. Показать, что множество функций 


+ | f (c+y) du (2) (ET), где u пробегает М, имеет бесконечный 


| ранг в 4 (Г) [Использовать а).] 


с) Пусть 81, ..., gp E A (В). Вывести из b), что существуют меры 
WEM итЕс 0 (I), для которых v (51) =... =\ (gp) =0 и (ужи) (f) Æ 0. 

4) Вывести из с), что отображение (U, V) => ν * u произведения 
Mt (Τ) Х A(T) в A (Т) не является широко непрерывным. 

7) Пусть С —локально компактная группа. 

а) Показать, что положительная мера WEG’ (4), допускающая 
в 6 (G) обращение, всегда точечна. 

Ь) Взяв в качестве С конечную группу Z/2Z, построить пример 
не точечной меры μ € οὐ (σα), обратимой в cf (CG). 
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8) Пусть @ — локально компактная группа; обозначим через Φ΄ (6) 
множество всех положительных мер на @ с компактным носителем. По- 
казать, что отображение (U, v) > μι x Vv произведения cll, (G) X 81 (@) 
<И. (4) непрерывно, если наделить ¢'(G) слабой τοποπο- 
гией с (G’ (С), © (G)), а cM (G) — широкой топологией о (Al (С), H (G)). 
[Использовать упражнение 5а) $ 2 главы III и то, что G параком- 
пактна.] | 


9) а) Пусть @— локально компактная группа, В — ограниченное 
множество в cf (G) и С — равностепенно непрерывное подмножество 
из %’(G); показать, что если Ὁ’ (6) {наделено слабой топологией 
σ(Φ’ (С), G(G)), а «М (6) —широкой топологией σ (4 (G), HK (G)), 
то отображение (п, v) => и*у произведения BXC в cM (С) непре- 
рывно. [Заметить, что носители всех мер VEC содержатся в одном 
и том же компактном множестве, и использовать предложение 4 $5 
тлавы 1Ш.] | 

b) Если в о/1 (В) положить Un —En; Vn =E-n, TO последователь- 
ности (Un) и (v„) будут стремиться к 0 в слабой топологии о (cl (В), 


6# (В)), однако последовательность (Un *^\») не стремится к 0 в широ- 
кой топологии. 2 


*10) Пусть T—-N0KaNbBHO компактное пространство. Обозначим 


через G” (T) банахово пространство всех непрерывных и ограничен- 
ных числовых функций”на 7. Будем называть множество H C ch} (Τ) 
сжатым, если для любого &>0 существует такое компактное под- 
множество К из Т, что |u|(T— К) <е для всех pe dH. 

а) Показать, что если множество Н C о/1 (Τὴ сжато и ограничено 
в топологии, определяемой нормой пространства el! (Τὴ, то оно отно- 


сительно компактно в топологии о (#1(T), G” (Т)). [Заметить, что Н 
относительно компактно в топологии о (οήψ1 (Τ), H (T)).] 

b) Предположим, кроме того, что T паракомпактно. Показать, 
что тогда, обратно, если À есть подмножество из cM1(T), относи- 


тельно компактное в топологии о (cM1(T), &” (T)), то Н ограничено 
по норме пространства cM1(T) и сжато. [Рассмотреть сначала случай, 
когда T=N, применив тогда упражнение 17 § 5 главы У. Затем pac- 
смотреть случай, когда Т счетно в бесконечности, являясь объедине- 
нием такой последовательности (U,) относительно компактных откры- 


THX множеств, что Un CUh+14. Рассуждая от противного, показать, 
что можно свести все к случаю, когда для каждого п существовали бы 


непрерывная числовая функпия fn на Т с носителем в Uny,—Up, 
такая, что || |» || <1, и меры un ЕН, для которых μῃ (fp) >a >0 при 
любом п. Тогда рассмотреть непрерывное отображение и: LI(N)— 


> GT), ‘определяемое формулой и ((ξῃ)) = >; Ent, 1 получить про- 
n=0 


тиворечие с тем, что было доказано для Г =М, рассмотрев отображение, 
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сопряженное к и. Наконец, произвольное паракомпактное локаль- 

но компактное пространство T есть топологическая сумма неко- 

торого семейства (7%) локально компактных пространств, счетных 

в бесконечности; для любого & положим My = sup |u| (То); рассуждая 
μ 


от противного и используя предыдущий случай, показать, что то=0 
для всех, кроме счетно-бесконечного числа, индексов &.] 
с) Показать, что заключение пункта b) уже не будет верным для 


‘непаракомпактного локально компактного пространства, определен- 


ного в упражнении 18h) $ 4 главы ТУ. 
*11) Пусть @ —локально компактная группа; обозначим в off1(G) 


через “Ут топологию O(M1(G), H(G)), через У ит—топологию 
о (>41 (4), GE” (G)), и пусть My, Hy, означают пространство e#1 (@), 
наделенное, соответственно, топологией Ут или 9 ит. 

а) Пусть 4 — ограниченное подмножество из chy, а В — относи- 
тельно компактное подмножество из отит. Показать, что сужение 
на АХ В отображения (μ, ν) => * v произведения от X отт в от 


г 


‘непрерывно. [Использовать упражнение 10, чтобы свести все к оценке 


интеграла № f (st) du (5) dv (1), когда j (st)= >) u; (s)v; (К, где ui, 


vi EX (G).] 

b) Построить пример, когда G компактна (и, следовательно, F1 — 
= пт), показывающий, что (п, у) => ц*у, рассматриваемое как 
отображение οὐύη X AM 11 в chy, не гипонепрерывно относительно ком- 
пактных подмножеств из от и компактных подможеств из οὐύττι [CM. 
упражнение 6]. 

с) Пусть A и В — относительно компактные подмножества из οὐΐτῃτ. 
Показать, что сужение на АХ В отображения (в, V) > и * V произ- 
ведения о«ЛитхоЛит в chy, непрерывно [тот же метод, что 
ива]]. 

4) Обозначим через Е подпространство пространства RG, состоя- 
щее из линейных комбинаций характеристических функций всех откры- 


‘THX подмножеств из G, через Яту —топологию σ (M1 (G), Е) и через 


ού τν — пространство cM1(G), наделенное топологией 7 sy. Напомним, 
что топологии, индуцированные топологиями У ит и J {Vy в ограни- 
ченном подмножестве из cf1(G), состоящем из положительных мер, 
будут, вообще говоря, различны (гл. У, $ 5, упражнение 18с)). Напом- 
ним также, что компактные подмножества из Myy будут теми же, 
что и в 0/1 (С) в ослабленной топологии о (All (G), (-M1(G))’) бана- 
хова пространства с/1 (σα) (гл. УТ, $ 2, упражнение 12). Показать, что 
если A и В— относительно компактные подмножества из οὐύτν, то су- 
жение Ha AX В отображения (в, V) m> u * V произведения My Х yy 
в cAıy непрерывно. [Ограничиться случаем, когда A и В компакт- 
ны, и начать с / доказательства того, что тогда образ произведения 
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AXB при указанном выше отображении компактен в топологии 
O(M1(G), (eA1(G))'); для этого применить теоремы Эберлейна 
и Шмульяна (Топ. вект. простр., гл. IV, § 2, упражнения 15 и 13) 
и свести, таким образом, все к доказательству того, что если после- 
довательности (Un) и (Vp) сходятся к 0 в οήύτγ, то то же верно и для 
последовательности (Un * Vn); использовать предложение 12 и упраж- 
нение 17 $ 5 главы У. Наконец, для доказательства того, что отображе- 
ние (U, V) > li x V непрерывно в топологии 9 ту, использовать с) и TO, 
что Я ит мажорируется топологией Уту.| | 

е) Возьмем G=R2; пустьа и b— векторы канонического базиса про- 
странства С над В, pn — мера на / =[0, π] в В, имеющая в качестве 
плотности относительно меры Лебега функцию sin (272), и Un — мера 


On © гв на RXR; с другой стороны, пусть Vn =, оп 80 на С. Пока- 


зать, что последовательность (Un)? стремится к.0 в о@ту и последова-. 
тельность (Vn) стремится к 0 в cM yy, но последовательность (Un * Vp) 
не стремится к 0 в οὐίην [cp. гл. V, $ 5, упражнение 18]. 

f) Построить пример, когда С компактна и (U, У) => μι # V, рассматри- 
ваемое как отображение произведения My Х сту в civ, не гипо- 
непрерывно относительно компактных подмножеств из οὐύην. [Тот же 
метод, что и в упражнении 6, с использованием замечания, что для. 
заданной функции fEE имеются такие компактные множества HC 


ς «ту, что множество функций À => | f (st) du (1), где u пробегает A, 


будет множеством бесконечного ранга относительно R.] 

42) Пусть @— локально компактная группа, не являющаяся уни- 
модулярной. | 

a) Показать, что существует такая ограниченная положительная 
мера u на G, что AGg-u не ограничена [взять дискретную u]. 

b) Пусть ц’— левая мера Хаара на С. Тогда u и и’ свертываемы 
(предложение 5). Показать, что u’ U 1 не свертываемы. 

13) Пусть г— число, удовлетворяющее неравенству 0 «τ «1; для 
любого целого n>1 обозначим через Ли,’ меру (€,n+e,-n)/2 на В 
‚и положим Ил, АА 7 8... ЖА, т. 

а) Показать, что последовательность (ип, r) широко сходится к мере 
Ur на В, носитель которой содержится в J=[ —1, +1]. [Доказать, 
что для любого интервала О, содержащегося в В, последовательность. 
(Un, г (U)) сходится.] _ | 128 

b) Показать, что при г< 1/2 мера μ; и мера Лебега на В неза- 
висимы, однако [y/o есть мера, индуцированная на Г мерой 
Лебега. | 

с) Пусть У! —0браз меры My), При гомотетии t+ >2t в R. 


Показать, что Mag * Yıa = Mer хотя каждая из мер 
№ 1/4» У1/4 И независима от меры Лебега [использовать упражне- 
ние 114)]. 
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$ 4. Свертка мер и функций 
es Ceepmna меры и фуикиии 


Пусть Х — локально компактное пространство, в котором 
непрерывно действует слева локально компактная группа С. 
Пусть, далее, В — положительная мера на Х, квазиинвариантная 
относительно G. И, наконец, пусть y — функция > 0 на а ХХ, 
измеримая относительно любой меры на С X и такая, что 
y(s-!,-) для любого s€ G имеет плотность Y(s)P относительно В: 


γ(5}β = x(s*,-)-B, =) 


что, в соответствии с соглашениями, принятыми в n° 1 $ 1 главы VII, 
может быть записано в виде. 


dB(sx) = χο, 2)dB(2). (1°) 


Эти данные останутся неизменными в nn A, 2 и 3 (за исключе- 
нием замечания 2 в n° 2). 


Напомним ($ 2,n° 5), что если у непрерывна, а В имеет носитель X, 
то Y — мультипликатор. 


Пусть f — комплексная функция, локально В-интегрируемая 
на X, u u — мера на G. Мера y(s)(f-B) для всех $ Е G имеет базис В, 
поскольку В квазиинвариантна. Следовательно, если u и f-P свер- 
тываемы, то u + (f-B) имеет базис В ($ 3, предложение 10). 


ОпрЕДЕЛЕНИЕ 1. Ecnu u и f-B свертываемы, то говорят, что 
uw u f свертываемы относительно В. Всякая плотность мери 
u * (1. В) относительно В называется сверткой меры u и функции | 
относительно В и обозначается U * Pf. 


Если нет угрозы путаницы, В опускается. Аналогичным обра- 
зом определяется свертка для нескольких мер на G и одной функции 
на X. 

Различные свертки u uf равны между собой локально В-почти 
всюду. Если В имеет носителем Х и существует непрерывная 
свертка В и u, то она определяется единственным способом; 
ее и называют тогда сверткой u и } относительно В. 
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Пусть $ ЕС и f — локально В-интегрируемая комплексная 
функция на X. Тогда €, и f свертываемы и 


в, (FB) = y (8) (F-B) = (76) 0-09 D — (HS) f)-x(S4,-) Bs 
а следовательно, | 
(sx f) (2) = (54, 2) (514) = (фи (8) f) (2) (2) 


локально р-почти всюду. 


ЛЕммА 1. Пусть u— мера на G. Тогда x локально (и®В)-инте- 
грируема, и образом меры USP при гомеоморфизме ($, и) = 
=> (5, sx) произведения GX X ни себя служит χ-(μ. ®В). 

Можно предполагать и 20. Пусть FE, (GX X). Имеем 

| F(s, Sta) du (s) dB (x)= J du(s) | FG, 82) dB (2) = 


== | du (s) | Е ($, x) d(y(s)B) (2) = \ du ($) \ Е ($, x) Хх ($, x) dB (x). 


Итак, функция ($, 2) => Е ($, x) ($, x) имеет компактный 
носитель и (u }В)-измерима. Согласно предложению 4 § 8 
главы V, предыдущее равенство показывает, что эта - функция 
(и 6 В)-интегрируема и 


[76 sr) 4) dB (a) = | Е, α) χο» α) du (s) dB (a). | 


Этим доказаны одновременно оба утверждения леммы 1. 


Предложение 1. Пусть и — мера на @ и |- локально В-инте- 
грируемая комплексная функция на Х. Предположим, что функ- 
ция St f ($11) ($ ', x) существенно и-интегрируема всюду, вроме 
некоторого локально В-пренеб режимого множества значений x, 
и что функция х-> | | f ($12) | χ ($1, x) d|u|(s), определенная 
локально почти всюду относительно В, локально р-интег pu pyema. 
Toeda u u | свертываемы. 

Можно предполагать [>0 u u>0. Пусть hE, (X). Требуется 
доказать, что функция (5, 2) > # (5%) существенно интегрируема 


относительно и ® (f-B)—(1 © f-(u QB) (гл. У, § 8, предложе- 


ние 6), то есть что TR (sx) f(x) du(s) dB (х) < +00 (ra. У, ἃ 5, 


предложение 2); очевидно, достаточно доказать существование 
17 H. Бурбаки 
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такого а >> 0, что для любого компактного подмножества А из G 
выполняется неравенство 


J" (sa) f (2) фк (8) du (5) dB (2) <a 
Согласно лемме 1, | 
Tr tere в = 

= | "№ (2) £52) ок (8) x (5, 2) du (s) dB (2). 


Но функция (5, 4) => h(x) | ($12) фк ($) χ (5, x) (и © В)-измерима 
(лемма 1) и имеет компактный носитель. Следовательно (гл. У, 
_ 8 8, предложение 4), предыдущее выражение равно 


J 2 (2) 4B (2) |" Fr) 9x (9 x, 2) du (9) < 
| <(suph) | "48 (2) |" f(s) x(s, 2) apis), 
2 Ὅς 


где S — носитель функции h. Тем самым предложение доказано. 

Предложение 2. Пусть μ. — мера на G и | — локально В-интег- 
рируемая комплексная функция Ha Xe Предположим, что вы-пол 
няется одно из следующих` условий: 


(I) f u y непрерывны; 
(II) G действует, совершенно в X, af равна нулю на дополнении 


в счетному объединению компактных множеств; 
(III) в сосредоточена в счетном объединении [компактных мно- 
жеств. | 
Если, μ. и f свертываемы, то функция 5 8 => f(s-tx)x( -', x) ‘суще- 
ственно и-интегрируема всюду, кроме некоторого локально В-пре- 
невбрежимого множества значений TZ, и локально В-почти ΚΕ 
выполняется равенство 


(wes) (x)= À Fa) дет, 2) du'(s)= | (у) D) ἀμῷ) (9) 
а | С 


Пусть hE & (X). Так как u и f свертываемы, то функция 
(5, x) -> h(sr)f(x) существенно (u Ὁ В)-интегрируема. Согласно 
_ лемме 1, функция ($, x) => h(x) } (sx) х ($1, 1) существенно’ 
(u ® В)-интегрируема. При условиях (Г) или (Il) предложения 
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отсюда вытекает, что эта функция (u ® В)-интегрируема; ‘ибо в 
первом случае она непрерывна, и можно применить предложение 
2 $ 2 главы У, а во втором она равна нулю вне счетного 
объединения компактных множеств, и можно применить пред- 
ложение 3 оттуда же. В силу теоремы Лебега — Фубини, 


| h (sx) dy ($) а (f-B) (x) = 
xs | h (x) f ($12) χ ($1, x) ар (8) dB (x) = 
> | h (x) dB (x) ΠΕ χ (s+, x) ар (8), 
причем функция cme g(2)= | f (x) χε, 2) du(s) окально 


В-интегрируема. Таким образом, видим, что 


(h, w*(f-B)) = (№, Ε-β), 
откуда α--μαῆ. 
Предположим теперь, что и сосредоточена в объединении 9 
некоторой последовательности компактных множеств. Функция 


(5, 9) == 1 (2) F (sz) x (51, 2) Qs (s) 


существенно (μ @ В)-интегрируема и равна нулю вне счетного 
объединения компактных множеств, а значит, (u © В)-интегрируе- 


ма. А так как и = 95-й, то рассуждение завершается как в пре- 
дыдущем случае. | 


Замечание. Условие (ПТ) предложения 2 выполняется, 
в частности, когда и ограничена. Действительно, тогда для каждого 
п > 0 существует такое компактное подмножество K, из G, что 


1 
ul —К») <— 


(гл. IV, $ 4, n° 7), x u сосредоточена в объединении множеств Ky. 
Более общим образом, пусть P — такая полунепрерывная снизу 
конечная функция > 0 на G, что (st) < p(s)p(t); если u ES", 
то условие (ПТ) выполнено, ибо р: 1 ограничена, а u сосредоточена 
в тех же самых множествах, что и P-U, поскольку о на каждом 


компактном подмножестве из G ыы по некоторой постоян- 
ной > 0. 
47% 
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2. Примеры свертываемых мер и функций 


В предложениях ὃ и A пространства ®’(() и M(G) наделены 
топологией компактной сходимости соответственно на G(G) и KH (G). 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Предположим, что y непрерывна. Пусть 
μεσο и FELIX). Тогда: ᾳ 

(Г) u u f свертываемы относительно В. 

(Il) Формула (3) n° 1 определяет для любого x Е X непрерывную 
свертку U * Ву, которая есть не что иное, как элемент vx(u)f, onpe- 
деляемый непрерывным представлением γχ группы G в G(X); 
кроме того, отображение (р, ἢ} => и * Br гипонепрерывно отно- 
сительно равностепенно непрерывных подмножеств из 6'(G) u 
компактных подмножеств из %(Х). 

(III) Если, кроме того, [EH (Х), то свертка ив * Ву из (II) 
принадлежит X (X) и отображение (и, f) => u + Pf гипонепрерывно 
относительно равностепенно непрерывных подмножеств us‘ C'(G) 
и компактных подмножеств из H (X). 

Известно, что ци] свертываемы ($ 3, предложение 8 (1)). С дру- 
гой стороны, в обозначениях $ 2, 


vu) = | (ve (s) 9 du (s) € @ (x), 
поскольку © (X) квазиполно. В частности, для любого x € X имеем 
(yx (и) ()-- | (219 Ὁ) ὢ) du (9. 


Этим, в соединении с предложением 2 и сказанным в n 6 $ 2 
доказано (11). Наконец, если ГЕ # (X), то u « (f-B) имеет компакт- 
ный носитель ($ 3, предложение 9), и, значит, μ * PE EE (Х). 
Рассмотрим непрерывное представление U группы С в пополне- 
ние %(X) , полученное продолжением по непрерывности опера- 
торов Yx(s), непрерывных Ha &% (X) ($ 2, n° 1, замечание 3). Пусть 
S — носитель меры и. Носители функций γχ(6)} (s Е S) содержатся 
в некотором фиксированном компактном множестве К. Множе- 
ство &(X, К) есть полное векторное подпространство простран- 
ства όν (X). Следовательно, U(u)f ES (X). Тогда, как в предыдущем 
случае, YOSIABOMCA, что U(p)f = px Pr и (ПТ) снова вытекает 
из сказанного Bn 6 $2. | | 
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ПрЕдложЕНИЕ 4. Предположим, что G действует совершенно 
«X u y непрерывна. Пусть u Е #H(G) и f € #(X). Тогда: 

(i) ци] DOEDUERBREIEN относительно В. 

(II) Формула (3) n° 1 определяет для любого x Е X непрерыв- 
ную свертку Ww 'f. 

(111) Отображение (и, f) =>и* Pf произведения off (G)X Æ(X) 
в C(X) гипонепрерывно относительно ограниченных подмножеств 
из N (G) и компактных подмножеств us K(X), содержащихся в под- 
пространстве &#(Х, L) (где L — переменное компактное подмно- 
жество из X). | | 

Известно, что u и f свертываемы ($ 3, предложение 8 (11)), 
и ясно, что интегралы, фигурирующие в (3), существуют для 
любого x € X. Пусть К и L — компактные подмножества из X. 
В С существует такое компактное подмножество Н, что отноше- 
ния ЕК и sx Е Г, влекут $ ЕН; пусть ФЕ %,(G) таково, что 
o(s) = 1 для всех $ ЕН. Для всех f E w(x, Г) их ЕК имеем 


| Fa) x(t, α) du (9 = | (DL (ST, 2) 9 (8)du(s) = ((φ-μ)«5Ρ (2). 
Следовательно, | Hsx)y(s”, x)du(s) есть непрерывная функция 


OT 2 и определяет свертку U * Pt € G(X). Более того, отображение 
и->ф.и пространства M(G) в €(G) непрерывно в топологиях 
компактной сходимости. Значит, предложение 3 (ПТ) влечет, что 
отображение (u, f) == uxPf произведения of (G) x &#(Х, L) в G(X), 
при любом компактном подмножестве L из X , гипонепрерывно отно- 
сительно компактных подмножеств из Θ΄ (Х, L). В частности, 
отображение (и, f)+—> u « P произведения o#(G) x #(Х) в C(X) 
раздельно непрерывно. Так как &(X) бочечно, то это отображение 
гипонепрерывно относительно ограниченных подмножеств из off (G) 
(Топ. вект. простр., гл. III, $ 4, предложение 6). | 


Замечание 1. При условиях предложения 4, отображе- 
ние u => и * Br пространства A,(G) в €(X) непрерывно при наде- 
лении of (G) широкой топологией для любого f € A(X). Действи- 
тельно, пусть К — компактное подмножество из X и S — (ком- 
пактный) носитель функции f; так как С действует совершенно 
в Х, то множество L тех s€G, для которых существует такое 
x € K, что s 1x € 5, компактно в G (Общ. τοπ., гл. III, 3-е изд., 
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$ 4, теорема 1). Пусть = — число > 0, ф — функция из 64, ((), 
равная 1 на компактном множестве L, и цо — элемент из M .(G); 
множество Wo тех мер р Е o#,(G), для которых 


| Loto ἀμ (5) — | 9 ($) ав» (5) | < 6, 


есть окрестность точки Wo Βοή.(α). С другой стороны, функция 
(5, 5) == f(s-'z)y(s-!, x) равномерно непрерывна на Г x K, и, зна- 
чит, существует конечное число точек <; € К (1 <i <n) таких, 
что для любого x Е К существует i, для которого 


| f (81) x (s*, 2) — 1 (sai) x (s+, mi) |<e 
при любом «Ε7,. Так как p(L)< | ф (5) аш (5) = для любого 


BE Wo, то имеем также 
| | Foto) x (64, 2) du) J 7 (sai) x(s, a1) ав ($) |< 
<e(| 9) 4 (9+) 


‚для любого 2, удовлетворяющего предыдущему неравенству, 
и любого μη. Пусть тогда W — окрестность Uo в о. (4), обра- 
вованная всеми мерами WCW o, для которых 


| | te) χ (st, χι) du (5) — | Ta) χ (st, αἰ) аш (s)|< g 
(1<i<n). Ясно, что для любой меры EW и любого ЕК имеем 
| Кель) дат, 2) ἀμώ) — | 11а) x (6, 2) ди) |< 

<e(2 | p(s)duo(s)+2e+1), 
а так как 8 произвольно, то тем самым наше утверждение дока- 
зано. 


Предложение 5. Предположим, что χ BERpERBENO u каждая 
функция x(s,-) ограничена. Тогда: 

(I) Функция з=>о0(5) =зарх (51, 2) на @ полунепрерывна 
ХЕХ 


снизу, > 0 и удовлетворяет неравенству ϱ (st) < ϱ (5) p(t) для всех 5 
ut из G. 

(Il) Если we Mt? (G) и fEL™(X, В), то u u _f свертываемы 
и U* Br задается локально почти всюду формулой (3) n°1, причем 


un +167 (Х, В) u |μ«}}ο-«|μ||ο||}||- 
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(III) Если, кроме того, f © ©” (X) (соотв. & (Х)), то формула (3) 
n° 1 определяет при любом x свертку μ „Pf, принадлежащую € © (X ) 
(соотв. & (X)). | 

(ТУ) Если fEX (X) (X), то свертка uel определяемая форму- 
лой (3), есть не что иное, как элемент Yx(u)f, определяемый 


непрерывным представлением γχ группы Ge &(X). | 
Из тождества x (st, x) =Х (5, tx) x (t, x) сразу следует, что р (st) < 
<0($) 0 (#). С другой стороны, р полунепрерывна снизу как верх- 
няя огибающая непрерывных функций. 


Пусть и Со? (С). Согласно предложению 1, ци 1 свертываемы; 


предложение 2 показывает, что (1μ| +81) (x) < < | p(s)dlul(s) 


локально f-nourm всюду. Следовательно, если f fB-usMepuMa 
[17| <1, то p u Г свертываемы и Neo (we < | (s)d |p| (s). 


При этом u+Pf задается локально почти всюду формулой (3) n°1, 
ибо условие (ПТ) предложения 2 выполнено. Это влечет (11). 
Предположим, что f непрерывна и ограничена по абсолютному 
значению единицей. Ясно, что интегралы, фигурирующие в (3), 
существуют для любого ΖΕΧ. Покажем, что они непрерывно 
зависят от 2. Можно предполагать u>0. Пусть x EX и #>0. 
И пусть Ki— такое компактное подмножество из G, что 


\ о (5) du (5) <=. Существует такая окрестность У точки x BX, 
G—K 
что x€V влечет 


ta), 2) — 1 (670) x (8, 2) |< 8/4 (K) 
для всех s€K. Тогда для хЕТ имеем 
| J Fo) x (ot, α) du (s)— [ f(s) x (67, αὐ) ар ie 
<2 + p (s) a+ | πὶ du (8) <3e, 


откуда и следует наше утверждение. Epeinonoiaun: кроме того, 


что [ER (X). Пусть Н — такое компактное подмножество из X, 
что |f(y)|<e для всех y¢H. И пусть α{ KH. Тогда sxé H 
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для всех $СК, и, значит, 


| { f (stax) χ (5-1, x) du ($) | “ee 9 (s) du (s) + | ερ (5) du (5) < 
πες ᾶ πος. | 
i 


в (1 | Pat), 
а 


что и завершает доказательство утверждения (111). 
Наконец, если f ES (X), то, поскольку Ex ©оД1(Х) при любом 
x€ X, имеем 


(vx (1) Ὁ ὦ) = | (ve (8) Ὁ ὦ) dua), 
и, значит, yy (и) ({) есть свертка и * Pf, определяемая формулой (3). 


“Предложение 6. II редположим, что Y непрерывно и каждая 
функиия y(s,-) ограничена. Пусть 0 ($) =зарх ($, x). Пусть, 
ХЕХ 
далее, р и 9 —сопряженные показатели (1<р<-о°). И пусть 

wen?" (6), а ТЕГР(Х, В). Тогда: 

(1) u u f свертываемы; 

(11) свертка и « PF задается локально В-почти, всюду формулой (3) 
и равна локально В-почти всюду Фуниции 2 Е Г/Р (Х, В), для кото- 
рой |} 6 |» -- || μ Il 17 || 1» 

(ПГ) g равна элементу ух(и)], определяемому непрерывным 
представлением, γχ группы: @ в L?(X, β). 

В силу формулы (5) п a) Ra 


|" In Oo [ь 911 (8) < (| + 


ST другой стороны, отображение Sr> Yyx(s)f пространства G 
в LP(X,f) непрерывно ($ 2, предложение 9). Следовательно, это 
отображение и-интегрируемо. Пусть 


= | (vals) f) du (s) EL” (X, В). 
G 


Имеем ||g Ip < (| 078 (s)d|u| (s)) [fl]. Применяя предыдущие 


замечания к |f|, видим, что отображение $ => &, «| ] | простран- 
ства G в Г/Р (X, БВ) и-интегрируемо, и, следовательно, отображение 
$ => (h, =. *(|]|-В)) и-интегрируемо для любого AEX (X). Тогда 
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предложение 7 $ 1 показывает, что u и }{.В свертываемы. Кроме 
того, 


| g(a) (2) dB (2) = | du (8) À (vx (5) η @hA@ dB GE 


x G x 


= | (№, es+(f-B)) du (5), 
À | 


а этот последний интеграл, в силу предложения 7 $ 1, равен 
(h, ux(f-ß)). Таким образом, видим, что р есть свертка u и f. 
Эта свертка, согласно предложению 2 и следующему за ним 
замечанию, задается локально В-почти всюду формулой (3). 


Допуская вольность, часто через U κ В; обозначают одну из. функ- 
ций g, указанных в предложении, что позволяет писать 


Нож PF [lp Ju [64а Il Fp le 


Впрочем, если Х счетно в бесконечности, этот способ записи вполне 
оправдан. 


СЛЕДСТВИЕ. При условиях предложения 6, отображение 
(u, Ὁ > wx Pf определяет na LP (X, В) структуру левого модуля 


над 4011 (4) (1<р< + о). 
Это вытекает из предложений 5 и 6 и ассоциативности свертки. 


замечание 2. Пусть X есть локально компактное прост- 
ранство, в котором локально компактная группа С действует 
справа непрерывно по закону (x, 9) => zs. Пусть, далее, В — поло- 
жительная мера на X иу — функция >> 0 на G ХХ, измеримая 
относительно любой меры Ha GX X и такая, что для любого 
$ЕС имеет место равенство 6($)В = y(s,-)-B. Пусть, наконец, 
{ — локально В-интегрируемая функция на Хи и — мера на G. 
Если f-ß u u свертываемы (относительно отображения (x, 9) > 25 
произведения X ХС 8 X), то (f-B) x u имеет базис В. Тогда гово- 
PAT, что f и u свертываемы относительно В; всякая плотность 
меры (f-ß) « и относительно В называется сверткой f и U относи- 
тельно В и обозначается f* Pu, или просто f * u. 

Пусть (° — группа, противоположная С. (С° действует в X 
слева непрерывно по закону ($, 2) > xs. Утверждение, что fu u 
свертываемы в указанном только что смысле, равносильно 


266 | СВЕРТКА И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ гл. VIII, $4 


утверждению, что ци] свертываемы относительно группы G, 
действующей слевавХ; и свертки f + PU суть не что иное, как сверт- 
ки LU * относительно группы G°, действующей слева B X. С дру- 
rou ров для $ € G° имеем y(s)B = yx(s7',-)-B. Тогда результаты 
n°n° À и 2 непосредственно переходят в результаты, касающиеся 
сверток f » Pu. В частности: 
1) Если $ ЕС и если f локально apiece ee TO f из, 
свертываемы и 
(fre) (2) = x (81, 2) f (as). ὦ 
2) Если f и u свертываемы и выполняется одно из условий (I), 
(II), (III) предложения 2, то f*®u задается локально В-почти 
всюду формулой | 
Feder, ά. (Ὁ 
G 
Предоставляем читателю перенесение других формулировок. 
Отметим, что если у непрерывна, TO 


nis, 2} =" бр зе) ее FEC). (6) 


3. Свертка и CONPAINCEHHOCM 


Примем снова предположения и обозначения начала n°1, 
однако дополнительно предположим, что В относительно инвари- 
антна и имеет мультипликатор χ; следовательно, X — непрерыв- 
ная функция на G. | 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть f — локально В-интегрируемая функ- 
ция на X, у — мера на X u u — мера на G. Предположим, что: 
(Г) u u f свертываемы и формула (3) n° 1 определяет локально 
B-noumu всюду некоторую свертку | * Ву. 
La ET x: μ и ν свертываемы. 
(ПТ) Функция g(s, x) = f(s") x(s~) (u © v)-unmeepupyena. 
Тогда f существенно интегрируема относительно (y: μ) Er, 
функция u «Pf, определяемая формулой (3), v-unmeepupyena u 
v (w+ Bf) = (xp) + v) (N). (7) 
Так как g(s, x) интегрируема относительно и © V, то функ- 
ция f(sx) существенно интегрируема относительно (χ:μ) @v u f 
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существенно интегрируема’ относительно (χ-μ) «ν. Согласно теореме 


Лебега — Фубини, и* а ae | g(s, α) ἀμ. (5) у-интегрируема, и 
vinx "= | | (а) x (67) du (9) dv (e) = 
= | [ (62) x (s) di (8) ἀνία) = (x8) *v) 0). 


Примеры. 1) В силу доказанного выше предложения 3 и 
следствия предложения 9 $ 1, можно взять TEE(X), уЕ®’(Х) 
и μεθ’ (С). Тогда формула (7) означает, что эндоморфизм vr> 
> (4-u) * v пространства ©’ (X) сопряжен к BHAOMOP pHaMy fru er 
пространства € (X). Ä 

2) В силу доказанного выше предложения 3, предложения 8 
$ Зи того замечания, что носитель непрерывной функции в ($, x) 
пересекается с носителем меры μ. ® V по компактному множеству, 
можно взять [EM (X), vEH (X) и ВЕС (6). Тогда формула (7) 
означает, что эндоморфизм vr>(Y-U)*v пространства of (X) 
сопряжен к эндоморфизму fr>pu*f пространства 6 (X). 

3) Если С действует совершенно в X, то, в силу доказанного. 
выше предложения 4, предложения 8 § 3 и того же замечания, 
что и в примере 2, можно взять JE (X), vES'(X) и ve (С). 


’ПрЕдложЕНИЕ 8. Пусть | и #— локально В-интег FEATURE 
функции na X u pEM(G). II DOREEN: ymo: 

(I) p u свертываемы u формула (3) n° 1 определяет локально 
В-почти всюду свертку п *В]._ 

(1) yeu g свертываемы и формула (3) n°1 (где u заменено на 
χ. μ, a |Ἶ--πα g) ее, локально В-почти всюду некоторую 
свертку (χμ) * 6g. 

(III) Существует soak wy на G, локально p-nowmu всюду 
равная 1 и такая, что фунеция his, ty = OA) TST) AAS) ONS) 
(u ® В)-интегрируема. 

Тогда функции g(a) (в +81) (a) u f(a) (lei) + Pg) (2)) сущест 
венно В-интегрируемы и RR равенство 


|162 (Cu) +88) (ο) dB (а) = | g(x) (uF) (2) 8 (a). (8) 
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Действительно, в силу (III) и теоремы Лебега — Фубини, 


функция cH g(a) | /(512) у (sd p(s) du(s) В-интегрируема, и 
= | [бы g (a) x (671) (9) du (9) aB (2) = 
= | g(a) dB (a) À 1612) x (s) φ 8) du 6). 
Ho ψ-μ--μ, и, следовательно, 
À For) wp (6) du (s) = (+ PP) (2) 


локально В-почти всюду. Это показывает, что функция ΖΡ» 
= g(x) ((u* В] (х)) существенно В-интегрируема, и 


= | = (2) (H+) (9) Ba). 


С другой стороны, лемма 1 показывает, что функция (5, 2) == 
= 2 (51) f(x) χ (s+) p(s) интегрируема относительно (X-U)&P- 
Следовательно, функция ($, x) ($ 15) f(x) p(s) интегрируема 


относительно и ® В, и. 
= || Et) (2) p(s) ар (ο) dB (2) = 
f (x) dB (a) | в (sx) (571) ἀμ ὦ). 


= 

= 
Ho φ-β--μ, и, следовательно, | g (574) p(s) di (в) = ((χ-μ):5ε) (2) 
локально В-почти всюду. Это показывает, что функция Ir 
— f(x) ((χ-μ) » = (x)) существенно P-uHrterpnpyema u 


T= | f(x) (+2) (ο) dB (2). 


Тем самым предложение доказано. 


Примеры. 4) Можно взять fEG(X), 26%’ (Х) и цЕ®' (0) 
AC api FY, 

9) Если G действует совершенно на X, то можно взять {Е KH (X), 
525% (X, и EH (С) (с ψ--1) 

6) Можно взять ]Ε1,(Χ, В), gELT(X, В) и wEM(G), где 


1 < р<-Е о, = += 1, о=х_ 1/9. Условия (Г) и (Il) выполнены 
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в силу предложений 5 и 6. Докажем (ПТ). Как было показано, 
ц сосредоточена в счетном объединении © компактных множеств. 
Возьмем в качестве 1 характеристическую функцию множества 5. 
Функция h (и ® В)-измерима: действительно, это верно для функ- 
ции (5, 2) => g(x) χ (51) p(s), а согласно лемме 1, и для функ- 
ции ($, 1) => f(s 1x). При этом, поскольку g равна нулю вне счет- 
ного объединения В-интегрируемых множеств, À равна нулю вне 
счетного объединения (р @ В)-интегрируемых множеств. ‘Тогда 
(гл. У, 5 8, предложение 4) имеем 


ETS Le (2) F (2) 106) YO d |u| (6) 4B (2) = 
= OIL TOR II Hr Wall. 9) 


Ho так как g (соотв. 1p) равно нулю вне счетного объединения 
интегрируемых множеств, то верхние интегралы в правой части 
формулы (9) равны существенным верхним интегралам (гл. У, § 2, 
предложение 3). Поскольку же и=ф:и, To (гл. У, § 5, предло- 
жение 2) | | 


Fre) [x69 v8) d [wl () = [ева pl (9). 


Согласно предложению 6, этот последний интеграл KoHeyeH 
и равен (|u{[+8|f|)(x) локально В-почти всюду. Следовательно, 
имеем | 


sg £ 
= а < в |+) 48 (a), 
и J конечно, поскольку ΚΕΙ, а |в|*В| {| Е Г” (предложение 6). 
Стало быть, À (и Ὁ В)-интегрируема. 
Тогда формула (8) означает, что эндоморфизм 
ge (XH) #8 
пространства Ι1(Χ, В) для MEAP(G) сопряжен к Soins 
fr u+f пространства L?(X, В). 


4. Свертка меры и фуниции на группе 


Пусть G — локально компактная группа. Зафиксируем Bnn 4 
и 5 положительную относительно инвариантную меру В =^ 0 на С, 
и пусть y uy’ — ее левый и правый мультипликаторы (напом- 
ним, что y = χΔο). Если u — мера на С и f — локально | 


у 2 ἕ 
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В-интегрируемая функция Ha С, то свертываемость 1 и fu сверт- 
ки | « f (соотв. свертываемость f и U и свертки ] + μ) определяются 
путем рассмотрения @ как группы левых (соотв. правых) пе- 
реносов в самой себе. Истолкуем применительно к этому случаю 
некоторые из предыдущих результатов: 

1) Пусть u — мера на С и f — локально В-интегрируемая 
комплексная функция на Х. Предположим, что выполнено одно 
из следующих условий: 

(I) 7 непрерывна; 

(11) 7 равна нулю на дополнении к счетному о 
компактных множеств; 

(IIT) в сосредоточена в. счетном объединении компактных 
множеств. 

Если u и f свертываемы, то локально В-почти всюду 


(we f)(2)= | (sx) 2 (51) du(s). (10) 
G 
Если Ги u свертываемы, TO локально В-почти всюду 


(fu) (2) = | f (xs) x’ (s) du (9). ec, 
| ) 


2) Пусть р и g— сопряженные показатели (1 < p< +00). Если 


—1 

Lb E A? is (G) и fE L(G, В), то и и f свертываемы и u+f равна 
локально В-почти всюду некоторой функции из L?’(G, В); имеем 
(при отмеченной уже выше вольности обозначений) 


Eu» fn < ва 


Eom p о" “М (@ С) и FELP(G,ß), то f x m свертываемы и f+*p 
равна локально В-почти всюду некоторой tes из L(G, В); 
имеем |+ р [р < | [1 |1 |. 


3) Отображения (u, И =-ц*+] и (f,u)r->fxu п определяют 


x—1/q 


в LP(G, β) структуры левого модуля над of (4) и правого 


модуля над MEN (G). Эти два внешних закона в LP(G, В), в силу 
ассоциативности свертки, перестановочны. 

4) Если w*f непрерывна и задается в каждой точке форму- 
лой (10), то 


(wef) (e)= | Το) χο) du (9). (12) 
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Ecru f#p непрерывна и задается в каждой точке форму- 
лой (11), то 


(+в) (e)= | £5) χ' (51) du (9. 2.1) 


5. Свертка функций na группе 


Сохраним обозначения С, В, χ, x” из n°4. 

Напомним, что для комплексной функции f на С свойство 
быть локально В-интегрируемой не зависит от выбора В. Пусть 
L(G) — множество всех функций, обладающих этим свойством. 
Если f € £(G), g Е L(G), то отношение 


«f-B и g-B свертываемы» 


He зависит от выбора В ($ 3, предложение 6). Будем тогда гово- 
рить, что f m g свертываемы. Согласно n°1 (f-B) « (g-B) имеет 
вид й. Вей € £, причем h определяется с точностью до значений 
на локально В-пренебрежимых множествах. Положим h = f * Bo 
и будем говорить, что À есть свертка функций f и g относитель- 
но В. (Если нет угрозы путаницы, В опускается.) При замене В 
Ha ф-В, где 4 — непрерывное представление ав Rf, h не изме- 
нится ($3, предложение 6); если же В заменить на aß (a 6 RŸ), 
то h заменится на ah. Аналогичным образом определяется свертка 
нескольких функций на G. 

Если одна из сверток функций f и g непрерывна, то она опре- 
деляется единственным способом, ибо носителем меры В служит G. 
‘Тогда ее называют сверткой f и αὶ относительно В. | 

Ясно, что 


f «Bg —(f-B) «8g =f *В(в-В). | (14) 


ПредложениЕ 9. Пусть |, gEL(G). Предположим, что функ- 
ция sr>g(st(e)) f(s) χ (55) существенно В-интегрируема всюду, 
вроме локально В-пренебрежимого множества значений 2, и что 


функция Te | | g ($15) f (5) | x (551) dp (5), определенная локально 


В-почти всюду, локально В-интегрируема. Тогда f u g сверты- 


ваемы. 
Это вытекает из предложения 15 
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ПреЕдложЕнИиЕ 10. Пусть f, g € L(G). Предположим, что одна 
из этих двух функций непрерывна или равна нулю на дополнении 
к счетному объединению компактных множеств. Если | и g ceep- 
тываемы, то функция |* g задается локально В-почти всюду 
формулой 


(fg) () = | @ (sa) f(s) x (8) aB (8) = | Ff (xs) (8) χ' (6) dB (9). (45) 
G G 


Это следует из предложения 2 и замечаний n 4. 
В частности, если f + g непрерывна и задана в каждой точке 
формулой (15), то 


Fr) = | EN 1919489 = | 16) g (9) x’ (HAB). (46) 


В еще более частном случае,. когда В— левая и правая мера 
Хаара, если f*g и g*f непрерывны и заданы в каждой точке 
формулой (15) и аналогичной формулой для g*f, имеем 


Ga) = (ЕР (= | 16) #6) 48 (9). (17) 


Предложение 11. Пусть |, g€ L(G). Предположим, что одна 
из функций |, © непрерывна и одна из функций | g имеет 
компактный носитель. Гогда | и © свертываемы. Формула (15) 
определяет для любого xEG непрерывную свертку ps #2. Если 
fEA(G) u gEX(G), то {+865 (С). 

Это вытекает из предложений 9 и 4. 


ПрРеЕдложЕНИЕ 12. Пусть р и 4— сопряженные показатели 
(1 <р< | °5). Если Гу MEL (С, В) и ВЕГ/ (С, БВ), mo Ти g 
свертываемы, fxg равна локально B-noumu всюду О pod функ- 
ции из L’(G,ß) u 
Аж а 8. 
Если ТЕГ (С, в) и gy’ "ЧЕ L(G, В), то f u в свертываемы, |. g 
равна локально В-почти всюду некоторой функции us L(G, В) и 


fx а IF] ex'~ "Ih. 


Это вытекает из предложений 5 и 6 и замечаний n° 4, 
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ПрЕдложеЕНИЕ 13. Если fx LE L(G, В) и g€& (С), или FE (@) 
и gy’ TE L(G, В), то f u g свертываемы и (15) определяет для 
каждого xEG свертку fxg, которая принадлежит δ΄; (4). 

Это вытекает из предложения 5 и замечаний n° 4. 


Предложение 14. Если fx 1€ L1(G, В) и Е Г” (С, В), mo фор- 
мула (15) определяет для каждого хЕС ограниченную свертку 
f+*£, равномерно непрерывную в правой равномерной структуре 
группы G. 


Мы уже знаем, что f+g принадлежит Г” (С, В) (предложе- 
ние 5); при этом (f*g) (x)= | Fas) ες) ὧν (5), где v=y'-B; 
у есть правая мера Хаара. Следовательно, 


CA = 5) (α) — (|. 8) (2) |<] 8 leo | \flest)— f (α΄ 5-1) | dv ($) = 
= а [96-9 -F@ ats) | av(s), 


и последний интеграл сколь угодно мал, как только х’х! при- 
надлежит надлежащей окрестности элемента е ($ 2, предложе- 
ние ὃ). 

Предложение 15. Пусть p u 4-—сопряженные показатели. 
Пе р<-— оо). Предположим, что В левоинвариантна, и пусть 


ТЕГ (а, В), gEL?(G, В). Тогда | и g свертываемы. Формула (15) 
определяет для каждого ЕС свертку |* с, принадлежащую % (G) 


u такую, что |Fegllo<ilfloliäle = 
В. самом деле, 26 Г (С, В), и, значит, функция $ = © (sz) f (5) 
В-интегрируема для всех хЕС. При этом. 


fre у (8) 148 (8) < (170924858) "(Isar)" = 
= ll» (J a) TB) = [filo ll & Îles 


следовательно, f и © свертываемы (предложение 9). В то же время 
видим, что Me) определяет для любого 2 свертку f*g, причем 


(4 *8) (2) |< HAE 


18 н. Бурбаки 
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Для ри g из #(G) имеем fxg€H(G) (предложение 11); следо- 
вательно, для FELP(G,ß) и geLT,(G,B) свертка f*g, достав- 
ляемая формулой (15), является равномерным пределом функций 
из 54 (@) и, стало быть, принадлежит 6 (G). 


Следствие. Пусть fEL*(G,B), 8ЕГР (С, В). Тогда FU g 
свертываемы. Одна из сверток fx g принадлежит & (С), u ee sna- 


чение ве равно ОНО (5). 
G 


Достаточно в предложении 15 положить р = q = 2 и при- 
 менить (16). 


Не будем более предполагать В левоинвариантной. Пусть о — 
такая полунепрерывная снизу конечная функция >0 на С, что 
o(st) < p(s)o(t) для любых $, t из G. Обозначим через LP (G, В} 
множество всех классов комплексных функций на С, интегри- 
руемых относительно ρ:β. При отображении fr>f-ß LP (С, В) 
отождествляется с (не зависящим от выбора В) множеством тех 
элементов из о? (@), которые имеют базис В. Если положить 


ПАБ = FI |2 (8) 48 (5) 


G 
для fELP(G, В), то это отождествление будет согласовываться 
с нормами, так что L° (а, В) представится в виде полной норми- 
рованной подалгебры алгебры οὐ” (С). В силу предложения 10 $ 3, 
_ это будет даже двусторонний идеал в M°(G). (При о =1 вновь 
приходим к утверждениям n°4.) В частности, L(G, В) отождестви- 
мо с некоторым замкнутым двусторонним идеалом в c#1(G). 


ПредложЕниЕ 16. Пусть U — непрерывное представление груп- 
пы G в банахово пространство Е. Положим p(s) = || U(s) || для 
каждого s € G и Ulf) = U(f-B) для каждой функции f € L(G, В). 
Тогда fr> U(f) будет линейным представлением алгебры L(G, B) 


в Е таким, что || U(f) |<. 
Это вытекает из сказанного в n° 6 ἃ 2 и предложения 11 $ 3. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть С — локально компактная группа 
и А — подмножество из G, измеримое и не локально пренебре- 
жимое относительно меры Хаара. Тогда А-А- есть окрест- 
ность элемента е. 

Пусть В — левая мера Хаара. Существует такое компактное 
подмножество К из а, что B=A(\K интегрируемо и имеет 
меру 550 относительно В. Применим следствие предложения 15 
K f=g=Q,. Функция F = фв* фв непрерывна и --0 ве. 
Следовательно, существует такая окрестность ТУ элемента e, 
что F(x) > 0 для всех x € V. Но 


F (x)= | Фв (5) Фв (2718) dB (8) = B (ВП xB). 


Таким образом, для всех ΖΕΥ͂ имеем B(\xB~ QO, откуда | 
x € B-B-. Следовательно, Ус В.В" < A-AT. 


Следствие 1. Пусть Н — подгруппа группы С, измеримая 
относительно меры Хаара В. Тогда Н либо открыта, либо локаль- 
но В-пренебрежима. | 

Так как Я =Н-Н`*, то в случае, когда H не локально В-пре- 
небрежима, она содержит окрестность элемента е (предложе- 
ние 17) и, стало быть, открыта (Общ. τοπ., гл. ПТ, 3-е изд., $2, 
следствие предложения 4). | 


Следстви 2. Пусть Г — подмножество из С, устойчивое 
относительно умножения и такое, что его дополнение локально 
пренебрежимо относительно меры Хаара В. Тогда L = G. 

Действительно, дополнения к множествам L и LNL- 
локально В-пренебрежимы. Но L(\ Г -* есть подгруппа, и, значит, 
открыта” (следствие 1), а следовательно, и замкнута. Поэтому 
G— (LL), которое открыто и локально В-пренебрежимо, 
пусто. Следовательно, G = L(\ Lt. 


ПредложЕНИЕ 18. Пусть G — локально компактная группа 
и Г — множество, наделенное такими умножением (и, υ) > uv 


и отделимой топологией, что: 
185: 
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1) топология в. Г инвариантна относительно переносов; 

2) сужение умножения на любое компактное подмножество 
из Г непрерывно. | 

Пусть 7}: а —> Г есть отображение G в Г, обладающее тем 
свойством, что f(xy) = f(x})f(y) для всех x, у из С, и измеримое 
относительно меры Хаара В на G. Тогда f непрерывно. 

Положим g(x) = f(x) для всех x ЕС. Так как f и g В-изме- 
римы, то существует такое не В-пренебрежимое компактное под- 
множество К из G, что сужения функций ] и £ на К непрерывны. 
Отображение (x, у) — f(xy) = f(x)g(y) произведения КхКвГ 
непрерывно, поскольку умножение в Г непрерывно Ha f(K) x g(K); 
но это отображение записывается в виде Mor, где Wp есть 
отображение (x, у) > xy! произведения K К на К.К, аф — 
сужение f на К.К-. Пусть В — отношение эквивалентности, 
определенное на KX K отображением 1. Отображение 1’ 
фактормножества (К X K)/R на K-Kr!, полученное из p фак- 
торизацией, непрерывно, и, значит, (К Χ K)/R отделимо, а ip’ — 
гомеоморфизм. Так как фоф непрерывно, то видим, что сужение f 
на К.К- непрерывно. Ho K-Kr! есть окрестность элемента е 
(предложение 17); следовательно, f непрерывна в е. Так как 
для каждого Xo Е С имеем f(Xor) = {(хо)/ (5), то f непрерывна в 20, 
поскольку топология в Г инвариантна относительно переносов. 


СледствиЕ 1. Пусть G — локально компактная группа, В — 
мера Хаара на G, Е — отделимое бочечное локально выпуклое 
пространство и U — такое линейное представление @ в Е, что 
U(s) Е (Е; Е) для любого $ ЕС, u В-измеримое при наделении 
$ (Е; Е) топологией простой сходимости. Тогда U — непрерыв- 
ное линейное представление. | | 

Пусть Г — группа автоморфизмов пространства ЕЁ, наделен- 
ная топологией простой сходимости. Эта топология отделима 
и инвариантна относительно переносов. Пусть К — компактное 
подмножество из Г. Тогда К ограничено в £(E; Е), наделенном 
топологией простой сходимости, и, следовательно, равностепенно 
непрерывно (Топ. вект. простр., гл. III, $ 3, теорема 2); значит, 
отображение (u, υ) > vou произведения К X KB (Е; Е) непре- 
рывно (там же, $ 4, следствие 1 предложения 9). Таким образом, 
для любого æ € E отображение $ > U(s)x пространства ав Е 
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непрерывно (предложение 18). А так как E бочечно, το О непре- 
рывно ($ 2, предложение 1). 


СледствиЕ 2. Пусть G — локально компактная группа, В — 
мера Хаара на G, Е — сепарабельное банахово пространство 
и U — такое линейное представление G в Е, umo U(s) Ε (Е; Е) 
для всех $ ЕС. Пусть (am) — тотальная последовательность 
в Е u (a,) — всюду плотная последовательность в единичном 
шаре В” сопряженного в Е пространства Е’, наделенного слабой. 
топологией. Предположим, что функции $ => (U(s)an, a,) на G 
В-измеримы. Тогда U — непрерывное линейное представление. 

Сначала докажем, что для любого Ζ’ € Е’ числовые функции 


$ => (U (5$) an, 2’) 


В-измеримы; можно ограничиться случаем, когда ||z’ || < 1, 
и так как В’ метризуемо в слабой топологии (Топ. вект. простр., 
гл. IV, $ 5, предложение 2), то найдется подпоследовательность 
(a) последовательности (a), слабо сходящаяся к 5’; следова- 


тельно, функция 
| St (U(S) am, 2’) 


является пределом последовательности В-измеримых функций, 
откуда и вытекает наше утверждение. Из него следует, что отобра- 
жение St > U(s)an группы @ BE В-измеримо при любом m (гл. IV, 
$ 5, предложение 10). С другой стороны, существует последова- 
тельность (bm) элементов из Ё, являющихся линейными комби- 
нациями элементов Q;, всюду плотная в единичном шаре про- 
странства Ё. Так как ||0($)|| = sup || Uls)b„ || для каждого 
т 


«Ες, то sr> ||0($)|| измеримо. Пусть К — компактное подмно- 
жество из а и € > 0. Существует такое компактное множество 


Κος К, что В(К — Ко) <= и сужения на Ко функций sr> 
- U(s)am и se > ||0($)|| непрерывны. Тогда отображения U(s) 
для $ Е Ko равностепенно непрерывны, и топология простой 
сходимости индуцирует в U(Ko) топологию простой сходимости 
на множестве, образованном элементами Am (Топ. вект. простр., 
гл. III, $ 3, предложение 5). Следовательно, отображение $ => U(s) 
множества Ков £,(E; Е) непрерывно. А тогда достаточно при- 
менить следствие 1. 
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7. Регуляризация 


Предложение 19. Пусть G — локально компактная группа, 
В — относительно инвариантная ненулевая положительная мера 
на С u % — базис фильтра окрестностей элемента е в G, обра- 
зованный всеми компактными окрестностями. Пусть, далее, fy для 
‘любой окрестности У Е означает непрерывную функцию 220 


на G с носителем, содержащимся в ТУ, для которой | fvadB = 1. 


Гогда в M(G), наделенном топологией компактной сходимости 
на #H(G), для любого u Е «Я (@) имеем 


№ = lim (в * Гу) В = Ша (fy «μ)-β, 
у ν 


где предел берется no фильтру сечений базиса DB. 

В топологии компактной сходимости на G(G), fy-B стремится 
к = по фильтру сечений базиса 18 (8 2, следствие 1 леммы 4). 
Следовательно, и = ΠΗ + (fy-B) = Hi (fy-B) « μ. 5 &M(G), наде- 


ленном топологией компактной сходимости на (С) ($ 3, след- 
ствие предложения 12). 


Замечания. 1) Таким образом, видим, что всякая мера 
на С является пределом мер, обладающих непрерывной плотностью 
относительно любой меры Хаара (в топологии, указанной в пред 
ложении 19, и тем более в широкой топологии). 

2) Если С метризуема, то можно в качестве Ÿ взять последо- 
вательность (V,) окрестностей. Тогда и будет пределом последо- 
вательности мер (U * fy,)-B с непрерывными плотностями. “Если 
С — действительная группа Ли, то можно взять fy, бесконечно 
дифференцируемыми; как будет показано в дальнейшем, тогда 
и плотности U * fy, будут бесконечно дифференцируемыми. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. I ри сохранении, условий и обозначений пред- 
ложения 19, пусть р Е [1, +oof и 8 Е L’(G, РВ). Тогда 
g = Jim g «fy =lim fy «ὖσ 
У у 


в смысле нормы №, где предел берется по фильтру сечений бази- 


ca». | 
Достаточно применить предложение 6 (ПТ) этого параграфа 
и следствие 3 леммы 4 § 2. 
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Замечание 3. Согласно предложению 15, функции 
g*fy и fy* g принадлежат &%(G). 


Следствие. Пусть W — замкнутое векторное подпространство 
пространства L(G, В). Для того чтобы И’ было левым, (соотв. 
правым) идеалом алгебры L'(G, В), необходимо и достаточно, 
чтобы И’ было инвариантно относительно левых (соотв. правых) 
переносов из G. 


Предположим, что W — левый идеал. И пусть s Gu g E W. 
Имеем в, x g = limfy*(e,* 2) = lim(fy* es) « gu (fy * &,) « gE W, 
у ν 


следовательно, &,* ЕЙ), и, стало быть, y(s)g Е ТУ. Обратно, 
если W инвариантно относительно левых переносов, то и * Pg Е W 
для всех u Со1(() и g € W, ибо отображение St &, * g простран- 
ства С в банахово пространство W непрерывно ($ 2, предложе- 
ние ὃ) и ограничено, а значит, ц-интегрируемо; поэтому его интег- 
рал, равный u» g ($ 1, предложение 7), принадлежит W; следо- 
вательно, W тем более есть левый идеал в L(G, В). Точно так 
же рассуждаем при рассмотрении правых идеалов. 


Пример. Возьмем G = В. Определим функцию F, € (В) 
формулами 
Fr(x)=(1— 2°)", если αε!|--Ί, 4], 
Far) =9, если α{]--Ί1, 1]. 


+1 | 
Пусть A, = | Fn (x) dx и Gn=AnFn. Очевидно, меры С» (x) ах 
Е 


удовлетворяют условиям следствия 1 леммы 4 $2. Пусть и — мера 
на В, носитель которой содержится в [— 1/2, 1/2]. Имеем 
1/2 | 


(u + Gp) (x) = | Gr (2 — у) ав (у) = Απ | Fr(z— y) du (y). 
R 3 —1/2 
1 4 
Если —5<1<5, то 


1/2 


(ron) (= A | И-@-и du), 
—1/2 


280 СВЕРТКА И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ гл. VIII, § 4 


и, значит, u + G, совпадает Ha [—1/2, 1/2] с некоторым полино- 
мом. В частности, если } — непрерывная функция с компактным 
носителем, содержащимся в [—1/2, 1/2], то f*G, совпадает на 
[—1/2, 1/2] с некоторым полиномом; при этом, согласно предло- 
жению 5 (ТУ) этого параграфа и следствию 3 леммы 4 $ 2, 
f«G, равномерно сходится K f. °Если } принадлежит классу С”, 
то производные D°(f + G,), где 0 < 3 < г, равномерно стремятся 
к}. 


| Упражнения | 
*1) Пусть G — локально компактная группа, В — левая мера 
Хаара на G, А — В-измеримое подмножество из G и v — ненулевая 
положительная мера на G. Предположим, что SA локально у-пренебре- 
жимо при любом «Ες. Показать, что А локально В-пренебрежимо. 
[Свести к случаю, когда А относительно компактно, а V ограничена. 


Доказать, что у и v4-P свертываемы и ν * Bo. — 0, откуда 0 — 
= || у* ФА-В || = {lv ll Х [ФА -В IL] Показать, приняв гипотезу 
континуума, что этот результат может быть неверным, если А не 
предполагать В-измеримым. [Взять G = R?, в качестве у взять 
меру Хаара подгруппы RX {0} и применить упражнение 7c) $ 8 
главы V.] 

2) Пусть Н — аддитивная группа В, наделенная дискретной топо- 
логией, С — локально компактная группа ВХ КХ H и a — мера 
Хаара на G, В — мера Хаара на RX H, а p= & © PE MG). 
Построить функцию f > 0 на G, локально “-пренебрежимую (так что 
u u f свертываемы) ив то же время такую, чтобы никакой перенос 
функции f не был и-измеримым. [Взять за образец построение из 
упражнения 4 § 3 главы У.] 

*3) Пусть G — локально компактная группа. 

а) Пусть ww — такая ненулевая ограниченная положительная 
мера на С, что U * U = u. Показать, что носитель 5 меры U компактен. 
[Пусть f 6 67. (6), f 40 и выбрана левая мера Хаара на С, относи- 


тельно которой берутся свертки; имеем pu * f E 4/7 (4); пусть TES 
таково, что (μ * f)(x) и (u + f)(y); показать что (1 x f)(y) = (u * f)(x) 
| νΕ 


для всех y€S.] 

b) Показать, что 5 — компактная подгруппа группы G 
и и — нормированная мера Xaapa на 5. [Использовать а), упраж- 
нение 21 из Общ. топ., гл. III, 3-е изд., § 5, и упражнение 
5 $ 3.) Sy 

*4) Пусть С — локально компактная группа, и и; для любого ¢ € RE 
означает ненулевую ограниченную положительную меру на С. Пред- 
положим, что отображение ἐ 5» py непрерывно в топологии 


б (M1 (С), в (G))  Lezt = Us + We для всех $, t из В*. 
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а) Показать, что существует число се В, для которого || u; || = 
— exp (ct). [Заметить, что # ==> || u; || полунепрерывно снизу и 


[| sre = vs Île] με Il- 


Воспользоваться предложением 18.] 

Ὁ) Предположим с = 0. Показать, что py при t > 0 слабо схо- 
дится к нормированной мере Хаара некоторой компактной подгруппы 
группы G. [Использовать слабую компактность единичного шара 
В о 1(@) и показать, что для всякой слабой предельной точки U функ- 
ции μι по фильтру окрестностей нуля в RE имеем μι «μμ = μι 
при любом ¢ и, далее, иж JL = в; в заключение применить упраж- 


нение 3.] 
*5) Пусть G — локально компактная группа, счетная в бесконеч- 


ности, В — левая мера Хаара на С, ας В* u (Уи) 0 <и<а — семейство 
- положительных мер на С, удовлетворяющее следующим условиям: 
(Г) Vo= 8e, Vusv= Vu * Vos если иь < а, Vy = Vu; 

(II) если O<u<a, To vy=fy-B, где fy > 0 полунепрерывна снизу; 
(ПТ) νὰ есть широко непрерывная функция OT и. 

а) Пусть f Е #, (G). Показать, что ecam 0 < и <a, то 


À uj (28 dB 2) = | 19 Gu + ὦ) dB (5) (1) 


b) Пусть f € #(G). Показать, что если О и <a, то f, /2 * Î 
есть функция с В-интегрируемым квадратом, и снова имеет место ee 
с) Пусть f € W(G) такова, что У, x f = 0. Показать, что } = 
[В силу b), v min f = 0 при любом целом п > 0, и, значит, согласно. 


замечанию ® n°3 $3, f=0.] 

4) Пусть v € G’(G) такова, что v, x v = 0. Показать, что v = 0. 
[Регуляризовать У при помощи функций из 4 (G) и применить c).] 

6) Пусть @ — локально компактная группа. Показать, что если 
(С) коммутативна относительно свертывания, то С коммутативна. 
[Показать при помощи регуляризации, что %’(G) коммутативна, 
и применить это к мерам &., где $ ЕС.] 

7) Пусть G — локально компактная группа и В — левая мера 
Хаара на С. Показать, что алгебра Li(G, В) обладает единичным эле- 
ментом в TOM и только том случае, когда G дискретна. [Предположим, 
что G He дискретна, и пусть fo Е Li(G, В). Существует такая компакт- 
ная окрестность V элемента e, что 


] | fo (2) | dB (=) <A. 


Пусть Ü—CcmMMeTpnuHañ компактная окрестность элемента €, 
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удовлетворяющая условию U2c_V. Для почти всех x2 U имеем 
| (Фо * fo) (x) | = | [ fo (y71x) | аВ (y) < | | fo (x) | dB (x) <1, 
ВЕ У 


и, стало быть, fo не является единичным элементом в L1(G, β).]. 

*8) Пусть G — счетная в бесконечности локально компактная 
группа, действующая непрерывно слева в польском локально ком- 
пактном пространстве 7. Пусть, далее, у — положительная мера 
на 7, квазиинвариантная относительно G, и А — у-измеримое отноше- 
ние эквивалентности на 7, согласующееся с G. Тогда существуют 
(гл. VI, § 3, предложение 2) такие польское локально компактное 
пространство В и У-измеримое отображение р пространства TBB, 
что R(z, у) равносильно p(x) = p(y). Пусть v’ — псевдообраз меры v 
при отображении р, а b => À, (b ЕВ) есть дезинтегрирование у посред- 
ством А. Показать, что A, для почти всех b € В квазиинвариантны 
относительно (. 

[Пусть y — функция на G XT, удовлетворяющая условиям упражне. 
ния 13 8 1 главы УП. Показать, что для любого «Ες существует 
такое у’-пренебрежимое подмножество N (5) из В, что Х (5-1, -) локально 
Ль-интегрируемо для всех bé М ($); для этого заметить, что при любом 
pe (Т) функция х => 1 (x) Х (sl, x) Ль-интегрируема, за исключе- 
нием значений D, принадлежащих некоторому “’-пренебрежимому 
множеству N ($, 1), и использовать лемму 1 $ 3 главы УГ. Положим 

p,5 0, если bE N (9), и № = (sch, -)-Ль, если ὐ ὁ N ($). Показать, 
что отображение b> À; , У’-согласовано (использовать лемму 3 $ 3 


главы VI) и y(s) B= \ Ль, в AV (5). Показать, с другой стороны, что 


y (5) B= \ у (5) Ap dv’ (5), и вывести отсюда, что для любого «Ες 


имеем y (5) Ль=Х (571, -)-Ap для почти всех ὦ, а значит, что для почти 
всех ὦ имеем y(s) Ль=Х (51, -).Ль для почти всех $. Тогда восполь- 
зоваться следствием 2 предложения 17 $ 4, чтобы вывести отсюда, 
что, для почти всех b, γ (5) Ль эквивалентно Ap для всех s € G.] 

Показать, что если V относительно инвариантно относительно С 
Ὁ мультипликатором X, то Ap, для почти всех b, относительно инва- 
риантны с мультипликатором X. 

9) Пусть G — локально компактная группа, В — левая мера 
Хаара на G, а А, В — В-интегрируемые множества, для которых 
В(А) < В(В). Показать, что существуют: 

1) попарно непересекающиеся множества N, Κι, Ko, . . ., покры- 
вающие A, где N В-пренебрежимо, а К, компактны; 

2) попарно непересекающиеся множества N’, Kj, Ky, ..., покры- 
вающие В, с компактными Κ΄; 


3) такие Sn ЕС, что К, =snKn. 
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[Используя то, что В (tA Г] В) непрерывно зависит OT x и 
| В (xA Г] В) dB (1) =В (4-1) В (В), показать, что если В (4) #0, το 


существует такое СС, что В (tA Г В) Æ 0.] 

10) Пусть G — локально компактная группа и В — левая мера 
Хаара на С. Для любых В-интегрируемых множеств A, В положим 
0(4, В) = B(AUB) — В(АПВ). 

а) Пусть А — В-интегрируемое множество. Показать, что функция 
х -> p(zA, A) непрерывна. 

b) Пусть U — окрестность элемента е. Показать, что существуют 
такие компактное множество А и число € > 0, что p(rA, А) < ε 
влечет x € U. [Принять за А окрестность элемента €, для которой 
А.А с U.] 

с) Для того чтобы множество С CG Shas относительно компакт- 


но, необходимо и достаточно, чтобы существовали такие В-интегрируе- 
мое множество .А и число а (0 «ах 28(А)), что х ЕС влечет 


o(xA, A) <a. | 
11) а) Пусть G — локально компактная группа, порождаемая 
компактной окрестностью элемента е, и ф — несюръективный непре- 
рывный эндоморфизм группы @, являющийся точкой прикосновения 
группы 9 (взаимно непрерывных) автоморфизмов группы G в тополо- 
гии компактной сходимости. Тогда lim mod = 0. [Пуеть 
VEG» ф->Ф 


К — компактная окрестность элемента €, порождающая G, и u — левая 
мера Хаара на G. Если u(Y(K)) > 0, то 'Ф(К)Ф(К)-! есть окрестность е 


в а, и потому Ф(@) есть открытая подгруппа группы ($ для фЕУ, 
достаточно близких к @, имеем (К) < @(G), и, следовательно, 
~(G) == G, что невозможно. Значит, и(ф(К)) = 0. Когда ф € $ стре- 
мится к @, p(p(K)) стремится к 0.] 

b) Пусть С — свободная абелева группа, прямая сумма ΟΙ & 
69 Go®..., где каждая G; изоморфна Z. Будем рассматривать G как 
дискретную группу, и пусть @ — не сюръективный эндоморфизм 
(21, 12, ...) => (0,21, do, ...) группы С. Тогда ф есть предел, в топо- 
логии компактной сходимости, автоморфизмов группы С, и всякий авто- 
морфизм группы С имеет модуль 1. 

12) Для каждого # > 0 и каждого x € В положим F; (2) = 
Пусть f 6 #(R). Показать, что f + F; равномерно стремится к : когда 
{ стремится к + со. [Показать, что меры F;(x)dx удовлетворяют усло- 
виям леммы 4 § 2 са-= 0.] 

*13) Пусть G — локально компактная группа, действующая 
непрерывно слева в польском локально компактном HPOCTPAH- 
стве 7. 

Пусть, далее, В — левая мера Хаара на G, у — положительная 
квазиинвариантная мера на 7 и y(s,x) — функция >>0 на G Х T, удов- 
летворяющая условиям упражнения 13 $ 1 главы УП. 


fe t2x2 
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Для f € LP(T, ν) (1 < р< - о) положим 
(vy, p (9) ἢ) @ =x (5-1, UP 1 (51). 

a) Показать, что γχ, p(s) для любого «Ες есть изометрический 
эндоморфизм пространства ГР (7, v). Показать, что отображение 
Sk > Vx, р (5) есть линейное представление G в LP (T, у). [Рассуждать 
как в n° 9 $2.] 

b) Пусть f€ S(T, у) и hES (С). Показать, что функция 

(x, ὁ) > f (5—1) h (5) χ (5-1, a) ИР 
интегрируема в р-й степени относительно B(%)v [начать со случая 
Р=1 и применить лемму 1 $ 4]. Показать, что если 4— показатель, 
сопряженный с р, и 26.59 (Т, v), το f(s-ix)h(s) g(x) χ (s-1, x)!/P 
интегрируема относительно BV [записать № в виде hyho 6 №, 
ho Е # (G)]. Тогда вывести из теоремы Лебега — Фубини, что функция 


sre |9 (ry, p (8) ἢ () ἂν ὦ) 


для всех f€ ГР (Т, v) и ЕЕГА(Т, v) В-измерима. 

с) Показать, используя следствие 2 предложения 18 $ 4 и лемму 1 
$ 3 главы VI, что представление 5 => yy, р ($) группы @ в LP(T, v), 
где 1 < р«-- со, непрерывно. 

9) Предположим, кроме того, что функция х-> 4 (s71, 2) для 
любого s€G ограничена. Для всех f € LP (7, v) положим 


(ух (8) Л) (2) =x (5-1, 2) f (5-14). 


Показать, что $ => γχ(5) есть непрерывное представление группы G 
в LP(T, у) (1 < р<- о). Показать, как в доказательстве предло- 
жения 9 $ 2, что $ => γχ(α) есть представление группы С эндоморфиз- 
мами пространства LP(T, у). Затем заметить, что если f € LP(T, у) 
uh Ε & (G), то лемма 1 $ 4 показывает, что #($)7 (5-15) (5-1, x) интегри- 
руема в р-й степени относительно В (9 У. Завершить доказательство 
как в C).] 

14) а) Ilyctb .G — локально компактная группа, f — полунепре- 
рывная снизу положительная функция на С и ц — положительная 


* . 
мера Ha G. Показать, что функция z -> | f(s-tz)du(s) = g(x) полу- 


непрерывна снизу на С (см. гл. IV, $ 1, теорема 1); для того чтобы 
ии f были свертываемы, необходимо и достаточно, чтобы g была 
интегрируема относительно левой меры Хаара на С. 

b) Пусть, на группе @=В ХВ, u есть мера eo QA, где À — мера 
Лебега на В; и пусть f(x, у) =(1—|ху—2|)+; показать, что функция 


g (xt, у) = | (c—s, y—t) du(s, #) конечна всюду на G, но He непре- 


рывна и не интегрируема относительно меры Лебега на G. 


УПРАЖНЕНИЯ 285 


* 15) Пусть @— локально компактная группа и В— левая мера 
Хаара на С; допуская вольность, будем отождествлять в дальнейшем 
В-интегрируемые числовые функции с их классами в L1(G, В); та же 


вольность для LP (С, В). 

а) Пусть А— такой непрерывный эндоморфизм банахова простран- 
ства Гл (С, В), что при любом $ € С имеем A (f + &s) = A (f) * Es для всех 
f€L1(G, В). Показать, что тогда А (f *g)—=A(f)*g для всякой функ- 
ции #667 (С) [заметить, что $ => g(s) A(f +.) есть В-интегрируемое 
отображение С в L1(G, ß)]; и обратно. Вывести отсюда, что суще- 
ствует, и притом единственная, ограниченная мера u на С, такая, что 
A(f)=p*f для всех f € Гл (С, В), и что || А||=|в||. [В обозначениях 
предложения 19, рассмотреть предел отображения A (fy * 2) по ультра- 
фильтру, мажорирующему фильтр сечений базиса фильтра δ, исполь- 
зуя компактность единичного шара пространства e//1(G) в слабой 
топологии о (41 (G), KH (G)).] 

b) Пусть и — ограниченная мера на С; показать непосредственно, 
что норма непрерывного эндоморфизма y (u): {=> u*f пространства 
L” (G, В) равна || ||. [Свести к случаю, когда 1 имеет компактный 
носитель и непрерывную плотность относительно | μ|.] Отсюда снова 
вывести, что непрерывный эндоморфизм Y (u): f => u *} пространства 
IA (6, В) имеет норму, равную || u ||. 

с) Предположим, что G компактно, a u положительна. Показать, 
что если 1« p<-+oo, то норма непрерывного эндоморфизма y (u): 


/r>u*f пространства Г? (С, В) равна || u ||. 

4) Взять в качестве G циклическую группу третьего порядка. 
Указать пример такой меры U на (С, чтобы норма эндоморфизма у(и) 
пространства LP(G, В), где 1< p< +oo, была строго меньше ||в ||. 

*16) Сохраним. обозначения и соглашения упражнения 15. 

а) Показать, что для того, чтобы ограниченная мера u на С была 
такой, что |[u f|Iı = ||f |ı при всех f Е Z(G, В), необходимо и доста- 
точно, чтобы и была точечной мерой с нормой 1. [Используя то, что 
норма эндоморфизма (|p |) пространства L!(G, В) равна || u || (упраж- 
нение 15), показать, что для любой функции f € 67(С) необходимо 
должно выполняться равенство 


ral таль 
вывести отсюда сначала, что и = c|u |, где с — постоянная с абсо- 
лютным значением 1, а затем, что и точечна.] 

b) Возьмем в качестве G циклическую группу третьего порядка. 
Указать пример такой не точечной меры u на С что || U*f [lb = ||} || 
для каждой числовой функции f, определенной на С. 

17) Сохраним обозначения и соглашения упражнения 15. 

а) Пусть и— ограниченная мера на С; для того чтобы эндо- 


морфизм γίμ): fm>uxf пространства ГР (4, В) (1<р<- оо) был 
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сюръективным, необходимо и достаточно, чтобы существовало такое 


ср > 0,470 | + а > ср | lla для всех ge 1? (6, В) (де —+—=1), 
[См. Топ. вект. простр., гл. IV, $ 5, упражнение 11.] 

b) Показать, что если u — мера с базисом В и С не дискретна, 
то γ(μ) не может быть сюръективным, каково бы ни было р Е [1, + oo]. 
[Для p< +00 использовать а), сведя к случаю, когда плотность 
меры U относительно В принадлежит KH (G); для р = +00 рассуждать. 
непосредственно, заметив, что функция fx g при любых fE L(G, В) 
ug Е L” (4, В) равномерно непрерывна относительно правой равно- 
мерной структуры. | 

с) Показать, что если G коммутативна, 1 <p < 2 и эндоморфизм 
y(u) пространства LP(G, В) сюръективен, то он биективен. [Используя 
регуляризацию, показать, что если Y(l) не инъективен, то эндомор- 


физм y(u) пространства L(G, В) не инъективен: использовать блед- 
ствие предложения 4 $6 главы ТУ.] 
4) Примем G = Zu u = & — 5; показать, что γίμ) инъективев 


в пространствах [3 (7, В) ὁ p ~ + оо, но нев L™ (Z, В), и не сюръекти- 
вен ни при каком р. | | 

*18) Сохраним обозначения и соглашения упражнения 15. 

а) Пусть и — ограниченная мера на С с носителем, содержащим 
по крайней мере две различные точки. Показать, что существуют 
компактное множество К и число К Е ]0, 1[, для которых || Pp ep || < 
<kllu|| при любом $ € С. [Если ft, # — две различные точки носи- 
теля меры U, принять за К столь малую окрестность элемента €, чтобы 
sK не могло пересекаться одновременно с ЕК и t’K.] 

b) Пусть u — ограниченная мера 20 на С с носителем, содержа- 


щим по крайней мере две различные точки. Показать, что существует 


функция / ΕΙ" (4, В), не эквивалентная функции >0 и такая, что 


- u» f будет >0 локально почти всюду относительно В. [Использо- 


вать a), приняв f равной —1 на K и надлежащей положительной посто- 
янной на СК.] Если при этом носитель меры и компактен, то сущест- 
вует функция f с компактным носителем, обладающая вышеуказан- 
ными свойствами. 

с) Пусть μι и Ua — ненулевые положительные ограниченные меры 
на С, перестановочные относительно свертывания и такие, что носи- 
тель К меры μι компактен и содержит е. Положим u = | + μα. 
Пусть У — симметричная компактная окрестность элемента €, содер- 
жащая А, a g — функция, равная и * Фу на СУ и Она V; показать, 
что функция ц* (5 — (μι * Фу)) локально почти всюду 20 на C(V?). 
С другой стороны, показать, что существует такое компактное множе- 
ство H, что функция Mo * P,, почти всюду >0 на V?. 

4) Вывести из ©), что если и — ограниченная положительная 
мера на С с носителем, содержащим по крайней мере две различные 
точки, то существует функция f, принадлежащая всем Г” (С, В) 
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(1 <р<- о), не эквивалентная функции >0 и такая, что uxf 
будет локально почти всюду 20, если принять дополнительно одно 
из следующих предположений: a) G коммутативна; В) в С имеется такая 
точка а, что u({a}) > 0. [Разбить надлежащим образом U на сумму 
двух перестановочных мер >0.] 

*19) Сохраним обозначения и соглашения упражнения 15. 

а) Показать, что если положительная ограниченная мера р Ha С та- 
кова, что для любой функции f € LP(G, В) (р — заданное, 1 < p <-+ oo) 
из того, что u *f > 0 локально почти всюду, следует, что 
f > 0 локально почти всюду, то можно заключить, что U есть точеч- 
ная мера в каждом из следующих случаев: ©) G компактна; В) G дис- 
кретна; y) С коммутативна [использовать упражнение 18] *). Для 

— “oo TO же заключение справедливо без дополнительного пред- 
положения относительно G. 

b) Пусть u — такая положительная ограниченная мера на С, 
что: 1° γ(μ) есть сюръективный эндоморфизм пространства L(G, В); 
2° для любой функции f Е L(G, В) из того, что и *} > 0 локально 
почти всюду, следует, что } > 0 локально почти всюду. Показать тогда, 
что и — точечная мера. [Заметить, что для любой функции g € L© (G, В) 


из того, что и g > 0 локально почти всюду, следует, что g > 0 
локально почти всюду.]| 

20) Пусть G — локально компактная группа и B — левая мера 
Хаара на С. 

а) Пусть f — ограниченная числовая Vas на G, равномерно 
непрерывная относительно левой равномерной структуры. Показать, 
что для любой ограниченной меры 1 на С функция и + } равномерно 
непрерывна относительно левой равномерной структуры; кроме того, 
в обозначениях предложения 19, ] есть предел, в топологии равномер- 
ной сходимости на G, функций fy * } по фильтру сечений базиса филь- 
тра “δ. | 

b) Возьмем С = Т; указать пример непрерывной функции № 
на T, которая не.имела бы вида f + g, где f и g принадлежат L?(T, В). 
[Использовать упражнения 19 и 20 § 6 главы ТУ.] 

*21) Пусть G — локально компактная группа, a В — левая мера 
Хаара на (С; канонически отождествим L(G, В) с подпространством 
пространства e#1(G). 

а) Пусть, в обозначениях упражнения 11 $ 3, .4— относительно 
компактное подмножество из οὐύττι, а В — подмножество из L1(G, В), 
относительно компактное в cM vy. Показать, что сужение на AXB 
отображения (U, V) => μιαν произведения оЛ11тХоАту в «Иту непре- 
рывно. [Сначала доказать, что если A и В компактны, то образ 


*) Относительно примера, когда п не точечна и такова, что wx f > 0 
влечет f > 0, см. Williamson, Proc. Edinb. Math. Soc., 1957, стр. 74—77. 
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произведения ΑΧ Β при этом отображенпи компактен; использовать 
упражнение 10 $ 3, a также критерий a) упражнения 17 § 5 главы У. 
Затем, для доказательства того, что (и, V) => μεν непрерывно, 
использовать упражнение 11 с) 8 3.] 


b) Пусть 2 (@) — множество всех ограниченных числовых функ- 
ций, равномерно непрерывных на G относительно левой равномерной 
структуры. Обозначим через Ут топологию о (All (G), ZU (G)), а через 


<«Итт— пространство cM1(G), наделенное топологией 7 11. Взяв G=R, 
построить пример последовательности (Un) мер на G, стремящейся 
к Ов топологии 11, и последовательности (fn) функций из ГЛ ((, В), 
стремящейся к 0 в топологии Уту (или, что TO же самое, в топо- 


логии o(Li(G, В), LP” (G, В))), таких, что последовательность 
(Un * fn) не стремится к 0 в топологии Уту. [Взять fp (t)=sinnt 
на интервале [0, x] и fn (1) =0 в остальных точках.] 

с) Пусть А— относительно компактное подмножество из chy 
и В— подмножество из. ГЛ (а, В), относительно компактное в тополо- 
гии, определяемой нормой || f||ı. Показать, что сужение на АХВ 
отображения (п, f) > u» f произведения eMrr1 XX L1i(G, В) в L1(G, В) 
(наделенное своей топологией нормированного пространства) непре- 
рывно. [Свести к доказательству того, что при / € 6 (G) отображение 
u => ц*/ пространства Mıı в L1(G, В) непрерывно на A. Исполь- 
зуя то, что #*] для всех gE L™(G, В) и f€H (@) равномерно непре- 
рывна относительно левой равномерной’ структуры, прежде всего 
показать, что отображение u -> uxf пространства Aıı в οὐΐεν 
непрерывно. Затем, используя упражнение 20а), свести задачу 
к доказательству того, что если С — подмножество из LI(G, В), ком- 
пактное в топологии о (Г1 (Ц, В), L(G, В)), и REF (6), то отобра- 
жение и > цзй множества С в L1(G, В), наделенное своей тополо- 
гией нормированного пространства, непрерывно. При помощи тех же 
рассуждений, что п ва), показать, что для этого достаточно дока- 
зать, что образ множества С при указанном отображении компактен 
в топологии нормированного пространства. Для этого воспользоваться 
теоремой Шмульяна, тем, что С сжато 6 3, упражнение 10), и Teope- 
moit® JIeGera.] 

4) Пусть Ар — относительно компактное подмножество ΠΒ οὐύτι, 
содержащее 0, и В — относительно компактное подмножество из cz; 
показать, что для любого VC В сужение на AXB отображения 
(и, V) => μεν произведения MNııXxcNı в My, непрерывно в точке 
(0, vo). [Использовать упражнения 20a) и 8с).] 

е) Пусть А— ограниченное подмножество H3 cf1(G) и } —функция 
из Li(G, В); показать, что сужение Ha A отображения и => p * f 
пространства Aııı в yy непрерывно. 

f) Пусть cM1 (С) — множество всех ограниченных положительных 
мер на С. Показать, что подмножество A из c#1(G), компактное 
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в Чи, компактно À в 7 ryr. [Свести к доказательству того, что A— 
сжатое множество. Рассуждать от противного, используя то, что 
для ΙΕ΄; (С) образ множества A при отображении p => uxf есть, 
в силу с), сжатое множество.] 

с) Показать, что для G—R топологии, индуцируемые в cl} (С) 
топологиями 911 и 9 ит, различны. 

*22) Сохраним обозначения упражнения 21 § 4 и упражне- 
ния 11 § 3. 

а) Пусть (μῃ) — последовательность ограниченных мер Ha С. 
Предположим, что для любой функции f Е L(G, В) последователь- 
ность (Un *]) сходится к 0 в οὐίη. Показать, что последовательность 
норм (|| μη ||) ограничена. [Использовать теорему Банаха — Штейн- 
гауза для семейства отображений f—>pu, +f пространства L(G, В) 
в себя, а также упражнение 15.] Вывести отсюда, что последователь- 
ность (μῃ) стремится к 0 в о/т. [Использовать упражнение 20.] 

b) Пусть (u,) — такая последовательность ограниченных мер на 
С, что последовательность (Un 4 f) широко сходится к 0 для люГой 
функции f € L(G, В); показать, что последовательность (μῃ) широко 
сходится к 0. [Для каждого компактного подмножества К из @ показать, 
рассуждая как в а), что последовательность (| Un | (К)) ограничена.] 
Указать пример (с G = 7), когда последовательность (|| U, ||) не orpa- 
ничена. 

с) Пусть (р») — такая последовательность ограниченных мер 
на G, что для любой функции f € L(G, В) последовательность (U, * f) 
сходится к 0 в οὐύτῃ; показать, что последовательность (μῃ) сходится 
к 0 в оА1т. [Использовать а).] 

23) Пусть G — локально компактная группа, В — левая мера 
Хаара на G, a f и g — положительные локально В-интегрируемые 
функции. Предположим, что } и g свертываемы и одна из этих функций 
равна нулю на дополнении к счетному объединению компактных 
множеств. Показать, что f + g локально почти всюду равна полу- 
непрерывной снизу функции. [Использовать предложение 15.] 

24) Показать, что неравенства предложений 12 и 15 не могут быть 
улучшены путем введения в правые части какого-либо постоянного 
множителя с < A. | 

25) Пусть С — локально компактная группа, В — левая мера 
Хаара на С и и — положительная мера на G. Если А — ц-интегри- 
pyemoe, а В — борелевское подмножество из С, то функция 


и: $ => и(АПзВ) 
В-измерима на G; если при этом В В-интегрируемо, то это верно и для 
и, и | ША N) sB)df(s) = u(A)B(B-1). Построить пример такой меры yp, - 


чтобы $ > u(A Г sB) не было непрерывным; если и— мера с базисом В 
и A р-интегрируемо, а В — борелевское, то функция sm> u(A [| sB) 
непрерывна на С. 
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*26) Пусть С — локально компактная группа и В — левая мера 
Хаара на С. Для того чтобы подмножество Н из LP(G, В) (1 < р < - о) 
было. ‘относительно компактно (в топологии сходимости в сред- 
нем порядка р), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следую- 
щие условия: 1° Н ограничено в LP(G; В); 2° для всякого & > 0 cyme- 
ствует такое компактное подмножество К из G, что || fPg_x р < & 


для любой функции fe H; 3° для всякого € > 0 существует такая OKpe- 
стность У элемента е в С, что || y(s)f — f ||, < = для любой функции 
fe Ни любого $ CH [Для доказательства достаточности этих условий 
заметить, что если g С A(G) и L — компактное подмножество из G, 
то образ множества сужений на L функций из Н при отображении 
{=> ==] есть равностепенно непрерывное подмножество из K(G).} 

*27) Пусть G — локально компактная группа и В — левая мера 
Хаара на G. Если G не сводится K e, то L1(G, В) есть алгебра (относи - 
тельно свертывания), имеющая ненулевые делители нуля. Для получе- 
ния таких двух ненулевых элементов } и g из LI(G, В), что f + g = 0, 
можно поступить следующим образом: 

4° Случай, когда С содержит компактную подгруппу H, He сво- 

дящуюся к е. Берем тогда в качестве } характеристическую функцию 
множества A, а в качестве g — разность Psp — φῃ двух характеристи- 
ческих функций множества с надлежаще выбранными А и В. 

2° Случай, когда G = Z. Показать, что тогда можно взять 


Fe 1 
een eT tog | 


‘для всех n€ Zu g(n) — f(—n). 


3° Общий случай. Прежде всего доказать, что в G существует 
такое a =~ e, что A(a) = 1. Тогда замыкание H в G подгруппы, порож- 
денной элементом а, есть компактная подгруппа или подгруппа, изо- 
морфная Z (Общ. τοπ., гл. У, $ 1, упражнение 2). В первом τν 
использовать результат пункта 1°, во втором взять 
-Ноо +9 
f(t)= > On? -n (4), ε()-- > BP ny (2), 


П=—=— co n=—o 


выбрав надлежащим образом U и последовательности (An), (Pr) при 
помощи 2°. 

*28) Пусть Gı и Ga — локально компактные группы, βι и Po — 
левые меры Хаара Ha Οι и бои А, (соотв. А2) — топологическая 
алгебра (над В) L'(G,, βι) (соотв. L'(G2, B2)). Пусть, далее, 7 — такой 


- алгебраический изоморфизм Αι на Aa, что отношение «f > 0 почти 


всюду» эквивалентно отношению «7(f) > 1 почти всюду». 

а) Показать, что 7 — изоморфизм топологических алгебр. [Заме- 
тить сначала, что если убывающая последовательность (f,) элементов 
из A, сходится к 0 почти всюду, то это верно и для последовательности 
элементов 7(f,)? отсюда вывести, что Z'(sup(f,)) = sup(7(f,)) для любой 
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ограниченной последовательности (fn) Β Αι, и в заключение применить 
лемму @ary.] 


Ь) Показать, что Т единственным образом продолжается до изо- 
морфизма топологической алгебры cf/1(G,) Ha топологическую алгебру 
AM (G2) и что существуют топологический изоморфизм и группы С, 
на Ga и непрерывный гомоморфизм χ группы С в В* такие, что Τ(ες) = 
= ¥(s)€y sy). [Использовать упражнения 15a) и 19Ъ); для доказатель- 
ства того, что ии % непрерывны, заметить, что 7 определяет изомор- 
‘физм алгебры (А!) непрерывных эндоморфизмов топологического 
векторного пространства A, на аналогичную алгебру L(A2) и этот 
изоморфизм взаимно непрерывен в топологии простой сходимости? 
с другой стороны, заметить, что s ==> 6(5-!) есть изоморфизм группы G 
на мультипликативную подгруппу алгебры -(A;,).] 

с) Вывести из b), что 

(Т (f)) (t) =x (ut (1)) f (ut (0) 
для любых f € Ay и t € Go. : 
Напомним (Алг., гл. ПТ, 3-е изд., $ 1), что имеются неизоморфные 


конечные группы G u Ga, для которых алгебры L1(G,, βι) и L1(Ge, Be) 
:H30MOPŸHHI. 


$ 5. Пространство замкнутых подгрупп 


В этом параграфе G означает локально компактную группу, 
а и — правую меру Хаара на G. 


1. Пространство мер Хаара замкнутых 
nodepynn группы G 


JlemmA 1. Пусть à — ненулевая положительная мера на G 
и S — ее носитель; следующие два условия равносильны: 

а) S есть замкнутая подгруппа группы С, и мера, индуци- 
рованная на ὁ мерой. а, есть правая мера ape на δ. 

b) Ô(s)a = a для всех SES. 

Кроме того, когда эти условия выполнены, множество тех 
LEG, для которых O(t)a = a, равно δ. 

Ясно, что a) влечет Ὁ); обратно, соотношение Ъ) влечет Sx = 5 
для всех x € S; иными словами, отношения 2Ε 5 uy ES влекут 
y Е Sx или, еще, ут * Е 5, а так как S не пусто, то 5 есть замкну- 
тая подгруппа группы G. Тогда множество тех ЕС, для которых 
St = S, есть само ©, откуда и вытекает последнее утверждение. 


В остальной части этого параграфа мы будем обозначать 
через Г множество всех ненулевых положительных мер на С, 


19* 
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удовлетворяющих условиям леммы À, и для любого à ЕГ через На 
будем обозначать замкнутую een yey группы G, служащую 
носителем меры α. 


ПреЕдложЕНИЕ 1. Множество Г замкнуто в пространстве 
eh +(G) — {0}, наделенном широкой топологией. 
Сначала докажем следующие леммы: 


Лемма 2. Пусть X — локально компактное пространство: и для 
любой меры a E Mh +(X) — {0} через 5. обозначен ее носитель. 
Пусть, далее, D — фильтр в οἵ +(@) — {0}, широко сходящийся 
к мере Go == 0. Тогда для любой окрестности V всякой точки 5 
носителя меры Go существует такое множество МЕФ, umo 
УП ь. =- © при любом à € M. 

В самом деле, если фе. (Х)— функция с носителем, содер- 


 жащимся в У, и такая, что | pt) ἀαρ(α) > 0, το, по определе- 


нию, существует такое множество MED, что | ф (x) da (x) > 0 
для всех «€ M, откуда и следует, что V A Sc OS. 


Лемма 3. Пусть Е — множество, фильтрующееся no фильт- 
ру Ф, и &Er> α(ξ) есть отображение Е в Г, широко сходящееся 
по Ф к некоторой мере Go == 0. С другой стороны, пусть Et tz 
есть такое отображение E в G, что tz Е Hag) для любого EEE. 
Если $ — предельная точка отображения &r> te no Ф, mo 6($) 0 = 
= Qo. 

Можно предполагать, заменяя в случае надобности Ф более 
сильным фильтром, что $ — предел отображения Er> Е по Ф; 
на основании леммы 1, Ö(t:)a(&) = a(&) для всех EEE, u спра- 
ведливость леммы вытекает из непрерывности отображения 
(и, λ) => δ(ω)λ на G X ofs(G) ($ 3, предложение 13). 


Для доказательства предложения 1 достаточно, в силу лем- 
мы 1, показать, что если фильтр Y в Г широко сходится к мере 
ao 0 и $ принадлежит носителю меры Go, TO 0($) во = do. Но, в си- 
лу леммы 2, для любой окрестности V элемента $ в (1 существует 
такое MEY, что УПНо ~ © для всякого a € М. Тогда пусть 
ίνα для любой окрестности У элемента $ и любого a Г есть 
некоторая точка из V(\H,, если УПН. ~ ©, и какая-либо 
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произвольная точка из На в противном случае; пусть, далее, 
© — фильтр сечений фильтра окрестностей точки $ и D — фильтр- 
произведение © X WV; на основании предыдущего, $ есть предель-. 
ная точка отображения (ТУ, а) => ἵν, α по D. А поскольку, с другой 
стороны, отображение (У, a) > а имеет предел по Ф, равный Go, 
то предложение вытекает из леммы 3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть ф — функция из &,(G), у которой 
ф(е) > 0. Тогда множество Г mex мер а«ЕГ, для которых 


| φ(α)ἀα(α) = 1, компактно в широкой топологии. 
Множество Г. есть пересечение множества Г с гиперплос- 
KOCTbP ИЗ of (G), образованной теми Q, для которых | o(z)da(z)=1; 


так как эта гиперплоскость широко замкнута в cM(G) и не содер- 
жит 0, то из предложения 1 следует, что Г, широко замкнуто 


в о 4 (С). Поэтому достаточво показать, что sup а(К) < -Р oo для 
ae 


любого компактного подмножества К из G (гл. 111], $ 2, предло- 
жение 9). Итак, пусть U — открытая окрестность элемента е в С, 


определяемая неравенством (x) > ф(е)/2; так как 1 = | φ(α)άα(α) > 


> | p(z)da(z) для всех a Е Г., то видим, что a(U) < с = 2/p(e) 
4 | 

для всех аЕГ.. .Пусть ТУ — такая симметричная открытая’ 
окрестность элемента е в С, что У? < U; покажем, что a(Vx) <c 
для всех ЕС и а ЕГ.. Действительно, это неравенство три- 
‘виально, если Ух не пересекается с носителем Но. меры 0; 
если же, напротив, существует ЙЕ Ух Но, το h = vx для 

некоторого v Е У, откуда | 

Ух = Ту <V*h ς- Uh, 

и так как O(hk)a=a, то получаем © (Ух) < а (0) =а (0) <с 
Пусть тогда (z;i)4<i<n—TAKAA последовательность точек из К, 


что Vz; составляют покрытие К; из предыдущего следует, что 
n 


a (К) <>) a(Vzi)<ne для всех «ET, что и требовалось. 
=1 


ae 3. При условиях предложения 2, отображение 


— (y, a), TER Fr =) есть гомеоморфизм Г на произведение В+ Χ Γρ. 
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| Tak как отображение & > (φ, %) широко непрерывно, то доста- 
точно заметить, что (p, &) ==0 для любой меры «СГ, поскольку 6 
принадлежит носителю Но. меры a, а ф(е) > 0. 


2. Полунепрерывность объема однородного 
пространства 


В этом n° мы для’любой меры a ΕΓ положим 
Я = Gils | (1) 


и будем обозначать через Πα каноническое отображение @—>Оц. 

Пусть T° — подмножество из Г, образованное теми мерами а, 
для которых подгруппа Но группы С унимодулярна; элементы 
из [0 характеризуются тем, что a(f) = a(f) для любой функции 
ТЕ (а) (всякая функция из &(Но) продолжается, по теореме 
Урысона, до функции из &%(G)); отсюда заключаем, что ΓῸ замкну- 
то в Г. Напомним, что для любого α ET" на QO, фактормера 
Ца = u/a определена и относительно инвариантна относитель- 
но С (гл. УП, $2, теорема 3); напомним также, что для любой 
функции ТЕ #(G) выполняется равенство 


| f(a) du(a)= | due (2) | f(zs)da(s), Ὁ) 
G = Но | 


где 2 = N(x) есть канонический образ точки ЕС в О.. 


Предложение 4. Нусть 1 — множество тех мер a Е Г, для 
которых Но Унимодулярна; для любого а Е Г® положим μα = 


= u/a; тогда отображение ar || u. || множества T° в В noay- 
непрерывно снизу в широкой топологии. 
Для любого a Е Г° и любой функции f Е (С) положим 


fa (2) = | f (xs) da (5) = ({*а) (2), 
Но 
где свертка взята относительно правой меры Хаара wt и исполь- 
зован тот факт, что а = а ($ 4, n° 4, формула (11)). Как мы знаем 
(гл. УП, $2, предложение 2), отображение f > f, пространства 
K+(G) в K+(Q.) сюръективно; следовательно, в силу (2), имеем 


|| Мо || = sup Ῥα falta |= sup и (F)/|| fo ||». > 
TER +(G), 1-0 FEA +(G), F#0 
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где | Frs 
| f« || = sup | fa (x) | = sup | (f * a) (x) |. (3). 
ЕО» sa 


= 


Для доказательства предложения достаточно будет показать, что 
при заданном f Ε &%,(G) отображение он ||]«|| широко непре- 
_рывно. Итак, пусть К — носитель функции f; функция f * a 
имеет носитель, содержащийся в KH,, и правоинвариантна 
относительно Но; следовательно, | 


|| fa || = sup | (f * x) (x) |. 
хЕК 


Таким образом, справедливость утверждения следует из того, что. 
отображение а r> fx а пространства M,(G), наделенного широ- 
кой топологией, в G(G), наделенное топологией компактной 
сходимости, непрерывно ($ 4, n° 2, замечание 1). | | 


Напомним, что если || μα || для некоторой меры α € ΓῸ конечно, 
то G обязательно унимодулярна (гл. УП, § 2, следствие 3 теоремы 3). 


ПредложЕниЕ 9. Шусть в — ц-интегрируемая положительная 
числовая функция и Го (2) — множество mex мер aET°, для кото- 


рых и g(xs)da(s)>1 при любом 2CG. “Тогда отображение 


а => | μα || множества Г° (8) в В широко непрерывно. 
Напомним (гл. УП, $ 2, предложение 5), что для любой меры 


«Е Г°(=) функция 


AO | g (xs) da (5) 


Hy 


определена и.-почти всюду на Q,, Во-интегрируема и 


| 8 (x) du (x) = | 8. (x) ἅμα (2). | (4) 


G Ge 


На основании предложения 4, достаточно доказать, что на l'(g) 
отображение Gr || u. || полунепрерывно сверху. Зафиксируем 
меру a Е l'(g), и пусть К — некоторое подмножество из G. На Оз 
существует непрерывная функция Ὁ компактным. носителем, при- 
нимающая свои значения в [0, 1] и равная 1 на компактном мно- 
жестве л„(К); так как отображение f + f, пространства 6’. (С) 
В 6, (Оз) сюръективно (гл. УП, $ 2, предложение 2), то видим, 
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что существует такая функция ir % ,(G), что 
(f » a) (2) = f (æs) du = 


1 для каждого хЕС, 
== $ для каждого хЕК. 


Так как В->/»*В есть непрерывное отображение о. (С), наде- 
ленного широкой топологией, в G(G), наделенное топологией 
компактной сходимости ($ 4, n° 2, замечание 1), то видим, что 
для любого = >> 0 множество U, тех BEI”(g), при которых 


76 (x) = | 7 (xs) аВ (5) >1—е для всех xCK, 
ἃ 


есть открытая окрестность элемента & в I°(g); тогда, Ha основа- 
нии формулы (2), для любого BE U, имеем 


Inall> [ав \ f(x) dus (z)>(1—e) μρίπρ(Κ)). (5) 
Задав 850, выберем us h€&,(G) так, чтобы 
|8) rel) <e 
и в качестве А, о котором шла речь выше, возьмем А = supp (h). 


Для любого ВЕГ°(#) имеем, по условию, gp (x) > 1 почти всюду 
(относительно ив) на Ов, и, следовательно, в силу (4), 


№2 (08— л(К))< |  gp(a)dup(zy= | g(x) ἀμία); 
| Θρ--πρίΚ) G—KHp, 


а так Kak À обращается в нуль вне К, и тем более вне АНв, 
то получаем, что 


ив (@в— (К) < [ [εία)--π(α}| ἀμία)« 
G—KH$ 


< [18 (2) —1 (a) | du (2) <e 


G 
комбинируя этот результат с (5), видим, что 


ив | < 2-Е |] Ba |/(4 — =) 


для всех P € U,, что и завершает доказательство. 


Следствие 1. Пусть К — компактное подмножество из G, 
У — симметричная компактная окрестность элемента е в G 
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и с — действительное число >0. Сужение отображения 
ar> || ва || на множество тех a€I°, для которых G = KHy u 
a(V) > с, широко непрерывно. 

Действительно, пусть функция &56%’.(() такова, что 
g(x) > 1/с: для всех x € KV. Для каждого x Е К имеем 


| = (25) da (> | g (28) аа (8) > 1, 
у 
где а удовлетворяет сформулированным условиям; а так как, 
кроме того, Πα(Κ) = Ох, то a €1%(g), и следствие доказано. 


Следствие 2. Пусть А — и-интегрируемое подмножество из G. 
Сужение отображения а > ||µα || на множество NA нормиро- 
ванных мер Хаара всех дискретных подгрупп Н группы G, для 
которых G = АН, широко непрерывно. 

Действительно, для всех аЕА и aE NA имеем 


| чл (as) da (5) > фл (а) =1, 


а так как л.(А) = Од, то Νας Г(фд), и, стало быть, утвержде- 
ние следствия вытекает из предложения 5. 


3. Пространство замкнутых подгрупп группы С 


Обозначим через » множество всех замкнутых nodepynr 
группы С; отнеся каждой мере а € Г ee носитель-подгруппу Но, 
получим отображение Г в Z (называемое каноническим), которое, 
очевидно, сюръективно и позволяет канонически отождествить À 
с множеством орбит группы всех гомотетий с коэффициентом > 0 
в Г. Множество 2%, наделенное фактортопологией широкой 
топологии в Г, называется пространством замкнутых подгрупт 
группы С. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть G — локально компактная группа. Про- 
странство 2 замкнутых подгрупп группы @ компактно. Кроме 
того, имеют место следующие свойства: 

(I) Множество X° всех унимодулярных замкнутых nodepynn 
группы G замкнуто в » (u, значит, компактно). 

(II) Если G порождается компактной окрестностью элемен- 
ma e, то множество Σὲ тех унимодулярных замкнутых подгрупп Н 
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группы G, для которых факторпространство G/H компактно, 
открыто в X° (и, значит, локально компактно). 

(ПТ) Для всякой относительно компактной открытой окрест- 
ности U элемента е в G множество Dy mex дискретных подгрупп H 
группы G, для которых НПО = {e}, замкнуто 6 T° (и, значит, 
компактно). 

Из предложения ὃ вытекает, что 2 гомеоморфно Гу и, стало 
быть, согласно предложению 2, компактно. Кроме того, в нача- 
ле n°2 отмечалось, что множество Г°® тех мер a Е Г, для которых 
Hl, унимодулярна, замкнуто в Г; а поскольку Г° устойчиво 
относительно гомотетий с коэффициентом >>0, то образ X° мно- 
жества ΓῸ B > есть замкнутое подмножество пространства %, чем 
и доказано (Г). 

Свойство (Il) будет вытекать из следующего предложения: 


ПредложЕениЕ 6. Предположим, что локально компактная 
группа G порождается компактной окрестностью элемента е. 
Гогда множество I’. тех мер а Е 1°, для которых G/H, компакт- 
но, открыто в T°, и сужение на Ге отображения a ---- || u. || широ- 
ко непрерывно. 

В обозначениях предложения 5 для всех g Е &,(G) имеем 


esl 7 а a, (0) 


Действительно, пусть К — носитель функции g; из того, что 
| g(xs)da(s) >1 для всех x Е G, следует, что KH, = G, причем 


интеграл, очевидно, равен нулю на дополнении к множеству KH,, 
и, значит, G/H, = πα(Κ) компактно. Следовательно, при задан- 
ной мере а Е [I достаточно будет определить такую функцию 
56. (а), чтобы lg) служило окрестностью меры a в Г°. Так как 
С/Но компактно и каноническое отображение f => fu простран- 
ства 67. (С) в & ,(G/H,,) сюръективно (гл. УП, $2, n°2, замечание), 


то существует такая функция g € 6”, ((), что | g(zs) da(s) = 


при всех x € G. Пусть К есть (компактный) носитель функции g 
и L — симметричная компактная окрестность элемента € в С, 
порождающая G; так как отображение В => 2 + В пространства 
ch +(G) в © (G) широко непрерывно (8 4, n° 2, замечание 1), то 
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в Го существует такая окрестность W меры α, что 
(в *В) (2) = | # (xs) 8 >1 (7) 


для всех ΕΕ и всех хЕГК. Левая часть формулы (7) обра- 
щается в нуль вне KH,, и потому отношение ВЕЙ?’ влечет 


LK KR, 


откуда индукцией по п выводим, что L"K < KH, для каждого 
целого п >> 0; но так как L порождает С, то, следовательно, 
С = KH, для любой меры β € W, чем доказано, что WC Г. 
_С другой стороны, левая часть формулы (7) правоинвариантна 
относительно Нв, и потому неравенство (7) справедливо также 
для всех x € LKH, = С; таким образом, W € Г‘(8), и предл 
жение доказано. 

Наконец, (ПТ) будет вытекать из следующего предложения: 


ПредложениЕ 7. Пусть М € TŸ есть подпространство нор- 
мированных мер Хаара ecex дискретных подгрупп группы G, и Ny 
для любой относительно компактной открытой окрестности U 
элемента е в G означает подмножество из N, составленное. теми а, 
для которых Но (| U = {e}. Тогда: 

а) Ny компактно. 

b) Внутренности множеств Ny в № образуют. покрытие 
множества N, когда U пробегает все относительно компактные 
открытые окрестности элемента е в G. | 

с) Для того чтобы множество М < N было относительно 
компактно в М, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
такая относительно компактная открытая окрестность U эле- 
мента е в С, что М < Ny. | | 

Так как Dy есть образ множества Ny при каноническом 
непрерывном отображении Г — 2%, то утверждение (111) теоремы 1 
будет непосредственно следовать из предложения Τὰ). Ἢ 


Для доказательства предложения 7 заметим, что Ny может - 


быть определено как подмножество в Г°, составленное из тех a, 
для которых одновременно 


a({e})>1 и a(U) <1 


Но если А компактно (соотв. открыто и относительно компактно) 
в а, то отображение ar> a(A) пространства A.(G) в В полунепре- 
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рывно сверху (соотв. снизу) в широкой топологии (гл. IV, $1, 
предложение 4 и $4, n° 4, замечание); таким образом, видим, что 
Ny замкнуто в T°. Кроме того, пусть функция φ € &,(G) такова, 


что g(e) = 1 и (x) =0 на G—U; ясно, что | φ(α)άα(α) = 1 для 


любого а Ny; следовательно, предложение 2 показывает, что 
Ny — компактное множество, чем доказано а). Пусть, с другой 
стороны, V — такая относительно компактная открытая окрест- 


ность элемента ев G, что Ус 0, u gE%,(G) имеет носитель, 
содержащийся в U, и такова, что g(x) = 1 на V. Имеем а(ф) = 1 
для всех a € Ny, и, значит, α обладает такой окрестностью W 
в N, что В(Ф) <2 для всех B E W; тогда ясно, что Wc Му, 
и, стало быть, Ny есть окрестность Vy. А так как множества Ny 
покрывают N, то этим доказано 5). Наконец, всякое компактное 
подмножество М из N содержится в конечном объединении мно- 


жеств Ny, (1 < ἱ «ς п), и так как U Nu; < Ny, где U = ἢ U;, 
; a i 


то этим доказано с). 


Следствие. Подпространство N пространства T° локально 
компактно. 


4. Случай групп, не имеющих произвольно малых 
конечных подгрупт 


ТЕОРЕМА 2. Пусть G — локально компактная группа, удов- 
летворяющая следующему условию: 

(L) Существует окрестность элемента е в G, не содержащая 
никакой конечной подгруппы из G, не сводящейся κε. 

Гогда имеют место следующие свойства: 

(Г) Множество D всех дискретных подгрупп группы G локаль- 
но замкнуто в Σ (что равносильно утверждению, что оно локально 
компактно). 

(11) Для того чтобы замкнутое подмножество А из D было 
компактно, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая 
окрестность Ц элемента е eG, что Н (\ U = {е} для всех под- 
групп НЕА. | 

(III) Если, кроме того, G порождается компактной окрест- 
ностью элемента e, то множество D, тех дискретных подгрупп H 
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группы С, для которых G/H компактно, локально замкнуто в Σ 
(и значит, локально компактно). 

Так как D,=D Г Хс, то (III) есть следствие свойства (I) и τοορο- 
мы 1 (11). 

Для доказательства свойств (1) и (11) достаточно, в обозна- 
чениях предложения 7, доказать следующее: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Каноническая биекция N на D есть гомеомор- 
физм. | 

Но если Г, есть множество всех мер Хаара Ha дискретных 
подгруппах группы G, то D канонически гомеоморфно простран- 
ству орбит группы гомотетий с коэффициентом >> 0 в Га (Общ. 
топ., гл. I, 3-е изд., $ 5, предложение 4). Следовательно, доста- 
точно доказать, что каноническое отображение a => (a({e}), 
a/a({e})) множества Га на R* Х М есть гомеоморфизм, что будет 
вытекать из следующей леммы: 


JIEMMA 4. Если группа G удовлетворяет, условию (Li), то отобра- 
жение a > œ({e}) множества Га в Rt широко непрерывно. 

Рассмотрим меру а € Ty; пусть Vo есть такая относительно 
компактная открытая окрестность элементаев С, что Hy (| Vo = {e} 
и не существует никакой конечной подгруппы группы С, 
содержащейся в V, и не сводящейся ке. Пусть, далее, У — такая 
симметричная компактная окрестность элемента e, что УЗ < Vo, 
и U — такая симметричная окрестность элемента e, что U? с У. 
Пусть, наконец, ф (соотв.1р) есть функция из €’, (G) со значениями 
в [0, 1] и с носителем, содержащимся в Го (соотв. в U), равная 1 
на У? (соотв. в точкее). Множество W тех мер В Е Га, для которых 
выполняются неравенства |В(ф) — α(φ) |< ε и|В(ф) — a) | < в, 
есть окрестность точки a. Мы хотим показать, что если 
взять € достаточно малым, TO He, (| У = {е} для всех β ΕΥ; 
отсюда будет следовать, что В(ф) = В({е}), и, значит, | В({е}) — 
— a({e}) |< в, чем лемма и будет доказана. 

Нам достаточно будет показать, что при BEW 


(V?—V) П Нв= ©. (8) 
Действительно, предположим, что это установлено: тогда для 
всех х и y из Vf) H, имеем ту" Е V? (| Ну; но, в силу (8), это 
влечет ху" € V N Hp; иными словами, У (| H, есть подгруппа 
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группы С, очевидно, дискретная и компактная, а значит, конеч- 
ная; но, согласно выбору Vo, отсюда и следует, что УП Hy = 
te}. | 

Будем рассуждать OT противного и предположим, следователь- 
но, что существует точка ΖΕ V? — V, принадлежащая Нь; соглас- 
но выбору U и V, имеем ψί(οζ-1) + ($) < φ(5) для всех $ ЕС, 
поскольку отношение 26 U? влечет Uz | U= G. Tak как 


| φώση aB ® = [ $69469) 


то отсюда следует, что 2β(ψ) < B(p) < α(φ) + г; но мы имеем 


также 
β(ψ) = α(ψ) sae, 


и, по построению, a(p) = α(ψ) = a({e}). Таким образом, взяв 
= < a({e})/3, придем к противоречию, что и завершает дока- 
зательство. 


Образно выражаясь, говорят, что группа G, удовлетворяющая 
условию (Г), не имеет произвольно малых конечных подгрупп. 
°`Можно показать, что всякая группа Ли удовлетворяет ycno- 
puro (L), но это условие не характеристично для групп Ли; напри- 
мер, и мультипликативная группа целых р-адических чисел, 
сравнимых с 1 mod р, удовлетворяет условию (L)., 


5. Случай коммутативных групп 


Пусть G — локально компактная группа, N € I° есть под- 
пространство нормированных мер Хаара всех дискретных под- 
групп группы G, а N. — подмножество из N, соответствующее 
тем дискретным подгруппам Н группы G, для которых G/H ком- 
пактна; следовательно, в обозначениях предложения 6 имеем 
№. = NN Tt; и если группа G порождается компактной окрест- 
ностью элемента €, TO из предложения 6 следует, что N. открыто 
в N (и, значит, в силу следствия предложения 7, локально ком- 
пактно) и сужение Ha N. отображения 9 --= || u. || Широко непре- 
рывно. 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Пусть С — коммутативная локально ком- 
пактная группа, порождаемая компактной окрестностью элемен- 
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ma e. Для того чтобы множество А = N. было относительно. 
компактно в N., необходимо и достаточно, чтобы оно удовлетво- 
ряло следующим, двум условиям: | 

(Т) Существует такая открытая окрестность U элемента 
ев а, что H„N U ={е} для всех à € A. 

(II) Существует такая постоянная К, что иа(С/Н a) < <k для 
всех à EA. 

Если Ας N. относительно компактно в М., To оно тем более 
таково в N, и, значит, необходимость условий (Г) и (11) вытекает 
из предложений 6 и 7 (без предположения, что G коммутативна). 
Обратно, предположим, что A < N. удовлетворяет этим условиям; 


замыкание А множества A в N, в силу предложения 7, компактно; 
кроме того, так как а=н> || йо || полунепрерывно снизу на I? 
в широкой топологии (предложение 4), то условие (II) влечет, 


что неравенство || u. || < Ё имеет место также для всех a Е À. 
Но поскольку С коммутативна, Ug = W/Q есть мера Хаара на груп- 


пе G/H,, и, следовательно, G/H, компактна для всех a€ A 


(гл. УП, $ 1, предложение 2). Это означает, что A < N., и, зна- 
чит, А относительно компактно в N.. 


Следствие. Пусть G — коммутативная локально компактная 
группа, порождаемая компактной окрестностью элемента е u удов- 
летворяющая условию (L) n° 4. Пусть, далее, D, — множество mex 
дискретных подгрупп Н группы С, для которых G/H компактна, 
и v(H) для любого НЕО. означает общую массу Ua(G/H), где 
μα — фактормера меры и по нормированной мере Хаара à под- 
группы H. Для того чтобы множество А < D, было относительно 
компактно в D., необходимо и достаточно, чтобы оно удовлетво- 
ряло следующим двум условиям: 

(Г) Существует такая открытая окрестность U элемента е 
в а, что Н [| U ={е} для всех HEA. 

(IT) Существует такая постоянная k, что v(H) <Ё для 
ecex НЕА. 

Принимая во внимание предложение 9, это непосредственно 
следует из того, что О. есть образ множества N. при канониче- 
ской биекции N на D, а эта биекция при сделанных предположе- 
ниях является гомеоморфизмом (предложение 8). 
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Пример. Возьмем G = В", a в качестве μ — меру Лебега; 
тогда все условия следствия предложения 9 выполнены. Дискрет- 
ные подгруппы Н группы G, для которых G/H компактна, суть 
не что иное, как дискретные подгруппы ранга п (Общ. τοπ., 
гл. УП, $ 1, теорема 1); такая подгруппа Н порождается базисом 
(a;)ı<i<n пространства В”, и мы имеем 


v(H) = | det(a,, .. ., ἄρ) | 


(где определитель взят относительно канонического базиса про- 
странства В”) (гл. УП, $ 2, теорема 4). Здесь пространство D, 
может быть интерпретировано следующим образом: всякая под- 
группа НЕО. есть образ g-Z" подгруппы Z" при некотором 
преобразовании g Е СГ(и, В), а подгруппа группы GL(n, В), 
оставляющая устойчивым Z", отождествима с СГ (п, Z). Следо- 
вательно, О. канонически отождествимо, как (не топологическое) 
однородное пространство, с GL(n, R)/GL(n, Z). С другой стороны, 
GL(n, В) действует непрерывно в В”, а значит, также в of ,(R"), 
наделенном широкой топологией ($ 3, предложение 13), и, сле- 
довательно, в подпространстве N. пространства of ,(R"); при этом 
канонический гомеоморфизм (предложение ὃ) N. на D, согласуется 
с операторами из GL(n, В). Так как GL(n, В) счетно в бесконеч- 
ности, а D, локально компактно, то определенная выше биек- 
ция GL(n, R)/GL(n, Z) на Осесть гомеоморфизм (гл. УП, Прило- 
жение 1, лемма 2). Таким образом, следствие предложения 9 


дает критерий компактности в однородном пространстве 
GL(n, R)/GL(n, 2). 


6. Другое истолкование топологии пространства 
замкнлутых подгрупп 


_ Пусть  -- множество всех замкнутых подмножеств из С; 
определим в 75; отделимую равномерную структуру следующим 
образом: для любого компактного подмножества К из G и любой 
окрестности V элемента е в G обозначим через Р(К, У) множество 
всех пар (X, У) элементов из %, для которых одновременно 


XN KCVY и УП KCVX. (9) 


Покажем, что множества P(K, ТУ) образуют фундаментальную 
систему окружений некоторой отделимой равномерной структу- 
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ры U в δ. Аксиомы (Uj) и (Ч). из Общ. τοπ., ra. II, 3-е изд., 
$ 1, n 1, очевидно, выполнены; кроме того, так как отношения 
Kc К’ и ТУ’ CV влекут Р(К’, УТ’) = РКК, V), то при проверке 
выполнения аксиомы (Оиг) можно ограничиться тем случаем, 
когда У — симметричная компактная окрестность элемента е, 
так что УК компактно. Предположим, что (X, У) Е P(VK, V) 
‚ua (У; 2) ЕР(УК, ТУ); τοτπα ХПКс ХИ ТКС ТУ, и если 
y ΕΥ таково, что vy € К для некоторого v € V, то необходимо 
y € VK, и, следовательно, 


Xf\KCV(Y f\ V&A); 


с другой стороны, У | VK € VZ, откуда X П Кс V?Z, и точно 

так же показывается, что Z (| Кс V?X, чем и доказано (Опт). 
Наконец, если X и У — два различных элемента из 9, TO суще- 
ствует, например, такая точка a€X, что а6У, u, значит, 
такая симметричная компактная окрестность У элемента е, что 
Va П У = @ или, eme, а Е VY; тогда тем более (X, У) & Р(Та, Г), 
что и завершает доказательство нашего утверждения. 


Рассмотрим теперь в множестве » всех замкнутых подгрупп 
группы С топологию Ÿ , индуцированную топологией только что 
определенного равномерного пространства %. Мы сейчас увидим, 
что эта топология совпадает с топологией, определенной в n 8. 
Достаточно будет доказать, что отображение a ++ Но. пространства _ 
мер Г в множество %, наделенное топологией 7 , непрерывно: дей- 
ствительно, то же будет иметь место для сужения этого отображе- 
ния на Г (в обозначениях предложения 2), которое биективно; но 
так как Г. компактно, а топология „У отделима, то отображение 
ar> Но. пространства Г. в & будет тогда гомеоморфизмом. 

Итак, пусть αρ — точка из Г, а Ф — фильтр в Г, сходящийся 
к Go; требуется доказать, что На стремится к Ни по Ф в тополо- 
гии 9. Пусть К — компактное подмножество из а и У — симмет- 
ричная компактная окрестность элемента е в G; для каж- 
дого x€H,, (\ К существует такое множество M(x) Е D, что 
Ух [|] На == © при всех a€ M(x) (лемма 2), откуда Vz € V?H,; 
покрывая На, Π К конечным числом множеств Vz;, видим, что 


Ha KCVWH, для всех a EM, где М = [|] М(х). Обратно, 


предположим, что имеется такая открытая окрестность U 
20 H. Бурбаки 


ah. 
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элемента € BG, что любое множество L Е Ф содержит по крайней 
мере один элемент a, для которого Πα N КС UH,,; пусть w(L) — 
множество всех а € L, обладающих этим свойством; множества 
ω(() образуют в Г базис фильтра D”, мажорирующего ®, и для 
любого а, принадлежащего объединению Ё всех множеств w(L) 
(L ED), существует некоторое ty, € Н.П К, не принадлежащее 
UH,,; для a¢ E примем за tg произвольную точку из На. 
Так как Κῃ C(UH,,) компактно, TO существует предельная 
точка $ отображения & > ft по Ф’, принадлежащая К (| C(UH,,); 
HO так как (Φ’ сходится K Go в Г, то это противоречит лемме 3. 


Упражнения 


1) Пусть X — локально компактное пространство и % (или 
3(X)) — множество всех замкнутых подмножеств из X. Для любого 
компактного подмножества К из Х, любой компактной окрестности Ё 
множества К и любого окружения У единственной равномерной струк- 
туры в Г обозначим через Q(K, Г, У) множество всех пар (А, В) 
элементов из Ÿ, удовлетворяющих двум условиям 


АПКСУ(ВПЬ и BN KCV(ANL), 


а) Показать, что множества О(К, L, V) образуют фундаменталь- 
ную систему окружений отделимой равномерной структуры в 9. 

b) Пусть / — равномерная структура, согласующаяся с тополо- 
гией пространства X, и Р(К, W) для любого компактного подмноже- 
ства К из X и любого окружения W равномерной структуры Z озна- 
чает множество всех пар (A, В) элементов из %, удовлетворяющих 
двум условиям: 


ANKCW(B) и BN KCW(A). 


Показать, что множества Р(К, W) образуют фундаментальную систему 
окружений для равномерной структуры, определенной в а). 
с) Пусть X’ — компактификация Александрова пространства Х 
и © — ее бесконечно удаленная точка; для каждого замкнутого под- 
множества А из X положим A’ -- А |) {w}. Показать, что отображе- 
_ ние А + А’ есть изоморфизм равномерного пространства % (X), 
определенного в a), на подпространство пространства % (X’), образо- 
‚ванное всеми замкнутыми подмножествами, содержащими w. [Исполь- 
зовать b).] Вывести отсюда, что $ (Х) компактно. [См. Общ. τοπ., 
ΤΠ. II, 3-е изд., $ 4, упражнение 15.] 
2) Пусть G — локально компактная группа и % (С) — paBHoMep- 
ное пространство всех замкнутых подмножеств из С (определенное 
в п° 6 или в упражнении 1). Доказать непосредственно, что множе- 
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ство Σ всех замкнутых подгрупп группы С замкнуто в % (G) (не поль- 
зуясь предложением 3). 

3) Пусть G — локально компактная группа и % — непрерывное 
представление С в В+. Обобщить предложения 4, 5 и 6 на множество 
Γχ тех мер & € Г, для которых сужение % Ha Но, имеет тот же модуль, 


что a. [Заменить меру и мерой y- и рассмотреть фактормеры (χ-μ)/ά.] 
4) Пусть С — локально компактная группа, не порождаемая 
никаким своим компактным подмножеством, и Н — такая дискретная 
подгруппа группы G, что С/Н компактна. Показать, что H не может 
порождаться никаким конечным числом элементов, но нормированная 
мера Хаара Go подгруппы À является точкой прикосновения в T® 
множества тех A, для которых || μα || = оо. [Рассмотреть нормиро- 
ванные меры Хаара подгрупп группы HH, порожденных конечным 
числом элементов.] 

5) Пусть G — дискретная группа, являющаяся прямой суммой 
бесконечной последовательности (G,) подгрупп из двух элементов, 
и Р» — проекция С на С». Положим H, = р»! (е) и обозначим через A, 
нормированную меру Xaapa на H„. Показать, что последовательность 
(ἄπ) сходится в IT? к нормированной мере Хаара и группы G, но 


| μα, || = 2и [pu || = 1. 3 

6) Пусть G — локально компактная группа, не удовлетворяющая 
условию (Г) n° 4. 

а) Показать (в обозначениях n° 4), что каноническая биекция N 
на D не есть гомеоморфизм. [Пусть A(W) для любой окрестности W 
элемента ев С означает множество всех конечных подгрупп, +{e}, 
содержащихся в W; показать, что множества A(W) образуют базис 
фильтра, сходящегося в D к подгруппе {e}, но нормированные меры 
Хаара Oy подгрупп H не сходятся к &e-] 

Ὁ) Показать, что если, кроме того, G метризуема, то существует 
компактное подмножество В пространства D всех дискретных под- 
групп группы G, не содержащееся ни в каком из множеств Dy, опре- 
деленных в теореме 1: 


20* 


— 
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(Римские цифры относятся к библиографии, помещенной 
в конце этого очерка) 


_У греков понятия длины, площади и объема, по существу, основаны на 
их инвариантности относительно движений: «И совмещающиеся друг 
с другом (ἐφαρμόζοντα) равны между собой» (Евклид, Элементы, Книга I- 
«Общие понятия», 7); и именно изобретательное. использование этого прин- 
ципа позволило получить все формулы, дающие площади или объемы класси- 
ческих «фигур» (многоугольников, конических сечений, многогранников, 
сфер ит. д.), то путем конечных разбиений, то «исчерпыванием» *). Выра- 
жаясь современным языком, можно сказать, что греческие математики дока- 
зали существование аддитивных «функций множеств», инвариантных относи- 
тельно движений, но определенных только для множеств весьма частного 
вида. Интегральное исчисление может рассматриваться как ответ на потреб- 
ность расширения области определения этих функций множества и, от 
Кавальери до Лебета, именно эта задача будет стоять на первом плане иссле- 
дований аналитиков; свойство же инвариантности относительно движений 
отходит на второй план, обратившись в тривиальное следствие общей форму- 
лы замены переменных в двойных или тройных интегралах и того, что OPTO- 
гональное преобрагование имеет определитель, равный + 1. Даже в неевкли- 


*) Можно показать, что если два плоских многоугольника Ри Р’ имеют 
одинаковую площадь, то найдутся два многоугольника В D P, ΒΕ’ D P’, 
каждый из которых может быть разбит на конечное число таких многоуголь- 
ников A; (соотв. Βλ) (1 <i < m) без общих внутренних точек, что В; и В; 
получаются друг из друга движением (зависящим от i), причем R (соотв. А’) 
является объединением конечного семейства многоугольников 5; (соотв. 53) 
(0 <j < п) без общих внутренних точек, где So — P, 5, =Р’, а 5; (1 Li < 
< п) получается из 5; движением. Напротив, М. Ден доказал (Ueber den 
Rauminhalt, Math. Ann., т. LV (1902), стр. 465—478}, что это свойство уже 


не имеет места для объемов многогранников и, следовательно, процессы 
исчерпывания, применявшиеся начиная с Эвдокса, были неизбежны. 
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- довых геометриях (где группа движений уже другая) точка зрения остается 
той же; Риман общим образом определяет бесконечно малые элементы площа- 
ди или объема (или их аналогов для размерностей > 3), исходя из ds? при 
помощи классических евклидовых формул, и потому их инвариантность 
относительно преобразований, оставляющих инвариантным ds’, является 
почти тавтологией. PRESS 
Только к 1890 году, в связи с развитием, особенно A. Пуанкаре и 9. Kap- 
таном, теории интегральных инвариантов, появляются другие, менее непо- 
средственные расширения понятия меры, инвариантной относительно группы; 
А. Пуанкаре рассматривает только однопараметрические группы, действую- 
щие в некоторой части пространства, тогда Kak 9. Kaptan особенно интере- 
суется группами движений, но действующими в иных пространствах, чем 
те, в которых они определены. Так, например, он определяет среди прочих (11) 
инвариантную (относительно группы движений) меру в пространстве всех 
прямых из В? или Β9 *); кроме того, он указывает, что, вообще, интегральные 
инварианты для групп Ли представляют собой He что иное, как специальные 
дифференциальные инварианты, и что поэтому все их можно определить мето- 
дами Ли. Однако, по-видимому, до фундаментальной работы Гурвица 1897 го- 
‚да (У) не было попыток ни рассматризать, ни применять инвариантную меру 
на самой группе. Стараясь построить полиномы (над В”), инвариантные отно- 
сительно ортогональной группы, Гурвиц исходит из того замечания, что для 
конечной группы линейных преобразований задача решается сразу взятием 
среднего преобразований s-P произвольного полинома Р всеми элементами 
$ группы; это наводит его на мысль заменить для ортогональной группы сред- 
нее интегралом относительно инвариантной меры; OH ‘дает в явном виде. 
выражение этого последнего при помощи параметрического представления 
эйлеровыми углами, однако тут же замечает (независимо от 9. Картана), 
что методы Ли доставляют существование инвариантной меры для любой 
группы Ли. Быть может, упадок теории инвариантов в начале ХХ века послу- 
жил причиной того, что идеи Гурвица’ почти не получили немедленного 
отклика и были взяты на вооружение лишь начиная с 1924 года в связи 
с распространением И. Шуром и Г. Вейлем на компактные группы Ли клас- 
сической теории Фробениуса линейных представлений конечных групп- 
Первый из них ограничивается случаем ортогональной группы и показывает, | 
как метод Гурвица позволяет распространить классические соотношения 
ортогональности характеров; эту идею Г. Вейль сочетает с работами 9. Кар- 
тана о полупростых алгебрах Ли для получения явного выражения. характе- 
ров неприводимых представлений компактных групп Ли и теоремы о полной 
неприводимости (Xla), а затем, при помощи смелого расширения понятия 
«регулярного представления», знаменитой теоремы Петера — Вейля, пред- 
ставляющей собой полный аналог разложения регулярного представления 
на неприводимые составляющие в теории конечных групи (ХТЬ). 


*) Инвариантная мера на пространстве прямых в плоскости была уже, 
по существу, определена в связи с задачами «геометрических вероятностей», 
а именно Крофтоном, работ которого Картан, вероятно, в это время не знал. 
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Годом раньше О. Шрейер заложил фундамент общей теории топологиче- 
ских групп, и с этого момента стало ясно, что рассуждения мемуара Петера — 
Вейля остаются справедливыми в том же виде для всякой топологической 
группы, на которой можно определить «инвариантную меру». Строго говоря, 
общие понятия относительно топологии и меры в то время еще только форми- 
ровались, и ни категория топологических групп, на которых можно было 
надеяться определить инвариантную меру, ни множества, для которых эта 
мера была бы определена, не представлялись ясно очерченными. Единственно 
очевидным было то, что нет надежды распространить на общий случай инфи- 
нитезимальные методы, доказывающие существование инвариантной меры 
на группе Ли. Но другое направление идей, исходящее из работ по мере Лебе- 
га, вело как раз к более прямым методам подхода к задаче. В 1914 году 
Хаусдорф доказал, что не существует не равной тождественно нулю адди- 
тивной функции множества, определенной для всех подмножеств из Βῦ 
и инвариантной относительно движений, и естественно было исследовать, 
остается ли это верным также для В и К?, — задача, блестяще решенная 
в 1923 году С. Банахом, показавшим, что, напротив, как раз в этих двух 
случаях такая мера существует (I); его метод, весьма. остроумный, опирается 
уже на построение посредством трансфинитной индукции и рассмотрение 

п 
«средних» = >, f(z + ἀμ) от переносов функции элементами грунпы *). 
k=1 
Аналогичные идеи позволили А. Xaapy сделать в 1933 году (ТУ) решающий 
шаг и доказать существование инвариантной меры для локально компактных 
групп со счетным базисом открытых множеств: руководствуясь методом при- 
ближения объема в классическом интегральном исчислении при помощи 
‚ прикладывания конгруэнтных кубов с произвольно малым ребром, он полу- 
чает при помощи диагонального процесса инвариантную меру как предел 
последовательности «приближенных мер»— способ, по существу, TOT же, 
которым мы пользовались в $ 1 главы УП. Это открытие получило очень 
большой отзвук, в частности, потому, что оно сразу же позволило Д. фон Ней- 
ману решить для компактных групп знаменитую «5-10 проблему» Гильберта 
о характеризации групп Ли чисто топологическими свойствами (без всякой 
заранее заданной дифференциальной структуры). Однако сразу же было 
замечено, что для того, чтобы иметь возможность эффективно использовать 
инвариантную меру, необходимо знать не только, что она существует, но 
и то, что она единственна с точностью до множителя; это было сначала дока- 
зано Д. фон Нейманом для компактных групп нутем использования метода 
определения меры Хаара «средними» непрерывных функций, аналогичными 
«средним» Банаха (VIIa); затем Д. фон Нейман (УПЬ) и A. Вейль (X) различ- 
ными методами получили одновременно единственность для случая локально 


*) Д. фон Нейман показал в 1929 году, что истинную причину различия 
в поведении В u ΒΡ, с одной стороны, и В” для п > 3, — с другой, следует 
искать в коммутативности группы вращений пространства В?. 
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компактных групп, причем А. Вейль в то же время указал, как можно рас- 
пространить способ Хаара на общие локально компактные группы. А. Вейль 
(там же) получил также условие существования относительно инвариантной 
меры на однородном пространстве и, наконец, показал, что существование 
«меры» (наделенной разумными свойствами) на отделимой топологической 
‚группе автоматически влечет, что группа локально предкомпактна. Эти рабо- 
ты, по существу, завершали общую теорию меры Хаара; единственное более 
новое добавление, которое следует отметить, — это понятие квазиинвариант- 
ной меры, появившееся лишь около 1950 года в связи с теорией представлений 
локально компактных групп в гильбертовых пространствах: 


История свертки более сложна. Еще в начале XIX века было замечено, 
что если, например, F(z, #) есть интеграл некоторого линейного уравнения 
в частных производных OT 2 и # с постоянными коэффициентами, TO 

-Loo 


\ Е (x—s, t)f (5) ds 

— 00 
также является интегралом того же уравнения; наряду с другими авторами 
Пуассон еще до 1820 года использует эту идею, чтобы записать интегралы 
уравнения теплопроводности в виде. 


+00 A | 

x—s)2 
| exp (----) f (s).ds. (1) 
Несколько позже выражение 
shit ie as (x— t) 


| 
> | rd (2) 
--π sin SAG as | 


частичной суммы ряда Фурье и произведенное Дирихле исследование предела 
этого интеграла при п, стремящемся к + со, дают первый пример «регуляри- 
зации» f > 0, * f на торе Т (строго говоря, при помощи последовательности 
неположительных «ядер» On, что значительно усложняет исследование); 
аналогичные интегральные выражения под наименованием «сингулярных 
интегралов» привлекают внимание аналитиков конца XIX и начала ХХ века, 
от П. Дюбуа-Реймона до А. Лебега. На В Вейерштрасс использует интеграл (1) 
для доказательства своей теоремы аппроксимации многочленами и устанав- 
ливает в связи с этим общий принцип регуляризации при помощи последова- 
тельности положительных «ядер» Py вида х > C,,0(z/n). Ha Т наиболее знаме- 
нитый пример регуляризации при помощи положительных ядер был дан 
несколько позже Фейером, после чего это стало стандартным процессом, 
положенным в основу большинства «методов суммирования» функциональ- 
ных рядов. | | 

Однако эти работы, из-за несимметрии ролей, которые играют в них 
«ядро» и регуляризуемая функция, почти не выявляли алгебраических 
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свойств ‘свертки. Заслугу обращения внимания на этот пункт следует. 
приписать прежде всего Вольтерра. Он проводит общее исследование «ком- 
позиции» À * G двух функций от двух переменных 


(Р* С) (x, y) = | F (x, t)G(t, y) dt, 


x 


которую OH рассматривает как обобщение «переходом от конечного к беско- 

нечному» произведения двух матриц (IX). Он очень скоро выделяет случай 

(называемый «замкнутым циклом» на основе его истолкования в теории наслед- 

ственности), где F и С зависят только от у — x; тогда то же верно и для | 

Н = Е *б, и если положить F (x, у) = f (y — 2), С (x, y) = g(y — 2), то 
(x, y)=h(y—2), 

‚где 


h(t)= \ f(t—s) 8 (5) ds, 


on 


так что для t > 0 функция h совпадает со сверткой функций hi и gy, равных 
соответственно 3 ug при t>0 и 0 при t< 0. 

Однако алгебраический формализм, развитый Вольтерра, не позволял 
выявить связи со структурой группы в В и преобразованием Фурье. Мы не 
будем излагать здесь историю этого последнего, но следует отметить, что, 
начиная с Коши, аналитики, обращаясь к интегралу Фурье, старались глав- 
ным образом найти все более и более широкие условия справедливости pa3- 
личных формул «обращения» и несколько пренебрегали его алгебраическими 


свойствами. Разумеется, этого нельзя сказать о работах самого Фурье (или 
| со 


работах Лапласа об аналогичном интеграле | e”Slf(t)dt), HO эти преобразо- 
0 
вания были введены в основном в связи с линейными задачами, и потому 
не так удивительно, что аналитикам долгое время не приходило в голову 
рассматривать произведения двух преобразований Фурье (исключение 
составляют произведения тригонометрических или степенных рядов, но 
связь CO сверткой дискретных мер, очевидно, не могла быть замечена 
в Х[Х веке). Первое упоминание этого произведения и свертки на В содер- 
жится, по-видимому, в мемуаре Чебышева (VIII) в связи с вопросами исчисле- 
ния вероятностей. В самом деле, в этой теории свертка U * у двух «законов 
распределения вероятностей» на В (положительных мер с общей массой 1) 
есть не что иное, как закон распределения вероятностей, получаемый «компо- 
нированием» U и у (при сложении соответствующих «случайных величин»). 
Разумеется, у Чебышева стоит вопрос лишь о свертке законов распределения 
вероятностей, имеющих плотность (относительно меры Лебега), а стало быть, 
о свертке функций; впрочем, она появляется у него лишь эпизодически, как 
изредка и у более поздних авторов в период до 1920—1930 годов. В 1920 году 
II. Даниель в почти не замеченной статье (III) определяет свертку двух 
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произвольных мер на В и преобразование Фурье такой меры и явно указы- 
вает, что преобразование Фурье осуществляет переход от свертки к обычному 
произведению, — формализм, который начиная с 1925 года интенсивно исполь- 
зуется вероятностниками, особенно после работ II. Леви. Но фундаменталь- 
ная важность свертки в теории групп была вполне понята лишь Вейлем 
в 1927 году; он заметил, что для компактной группы свертка функций играет 
роль умножения в групповой алгебре конечной группы, что позволило ему 


определить «регулярное представление»; в TO же время им был найден в регу- 


ляризации эквивалент единичного элемента групповой алгебры конечной 
группы. Оставалось произвести синтез всех этих точек зрения, который и был 
выполнен в книге A. Вейля (X), предшествовавшей дальнейшим обобщениям, 
каковыми явились, с одной стороны, нормированные алгебры И. Гельфанда, 
а с другой, — свертка распределений. 

Мера Хаара и свертка скоро стали существенным орудием в стремлении - 
к алгебризации, которой так сильно отмечен современный анализ; в после- 
дующих книгах будут развиваться многочисленные их приложения. В этих 
главах изложено только одно из них, относящееся к «вариации» замкнутых 
подгрупп (и особенно дискретных подгрупп) локально компактной группы. 
Эта теория (имеющая своим отправным пунктом один геометрико-числовой 
результат К. Малера), начало которой было положено в 1950 году С. Шаботи, 
была значительно развита и углублена Макбетом и Сверчковским (VI), 
основные результаты которых мы воспроизвели. | 
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Скалярно существенно интегрируемые функции: 


Пусть и — положительная {мера на локально компактном прост- 
ранстве Ги Л— отображение 7 в отделимое локально выпуклое про- 
странство À. Г называется скалярно сущестзенно т-интегрируемым, 
если для любого 2’, | принадлежащего сопряженному к Р простран- 
ству Е’, функция (2’, Г): —(2’, Г (t)) существенно "и-интегрируема. 


Тогда 2 — | (2’,f) du есть линейная [форма на F’, или, иначе, 


элемент алгебраического сопряженного F’* к F’, обозначаемый | Fidu 


и называемый интегралом от Г относительно μ. 


Векторные меры: 


Пусть Г—локально компактное пространство и Ё--отделимое 
локально выпуклое пространство. Векторной мерой на Т со значе- 
ниями в F называется всякое непрерывное линейное отображение 131 
пространства 7 (T) в F; непрерывность "m означает, что для любого 
компактного множества К CT образ при отображении m единичного 
шара ||| < 1 банахова пространства & (T, К) есть ограниченное 
множество в F. | 

Если т— векторная мера на 7. co значениями в F, To 2’ om для 
любого 2’ € F’ есть скалярная мера на Г. Числовая функция f, опреде- 
ленная на 7, называется существенно интегрируемой относительно т, 
если она существенно интегрируема относительно меры | & om | для 


любого 2’ ЕР’. Тогда отображение 2’ — | fd(z’ ο m)+— | fd (2’ o m)” 
есть линейная форма Ha F’, или, иначе, элемент из F’*, обозначаемый 


| fdm и называемый интегралом OT } относительно m. 


ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ ГЛАВЫ УП 
Формулы, касающиеся γ (s) и ὃ (5): 


Пусть < — топологическая группа, действующая непрерывно слева 
в локально компактном пространстве À по закону (5, α) => $7. 
y (5)5 = sx (3 ЕС, ας ZX), 
y (st) =7 (5) y (В (5, ЕС), 
(7 (5) ἢ (2) =f ($)  ({-— функция на X), 
(f, γ 8) μ)-- (p(s) р μ) (и— мера на X), 
d (7 (5) μ) (2) = (sie), 

(у (5) μ) (A) =p (s1A) (A есть y ($) и-интегрируемое множество). 
Если p — относительно инвариантная мера с мультипликатором χ, TO 
| γ (8) μ.--χ (sin, 

du (sx) = (s) du (x). 
Пусть G— топологическая группа, действующая непрерывно справа 
в локально компактном пространстве Х по закону CR TEEN ESS 
ὃ (5) α--α5-1, 
ὃ (st) = ὃ (5) ὃ (ἐ), 
(δ (5) f) (2) =f (as), 
(f, ὃ (5) в) = (6 (5-1) р в), 
4 (ὃ (5) μ) (x) = du (xs), 
(8 (5) μ) (A) = (As). 
Если и— относительно инвариантная мера с мультипликатором. 
м; 20 
ὃ (5) μ.--χ΄ (5) и, 
du (xs) = x’ (5) du (x). 


Формулы, касающиеся мер Xaapa 


Пусть @ — локально компактная группа, А —ес модуль, p— левая 
мера Хаара, у— правая мера Xaapa. 


1) Имеем 
y (s)w=p δ (s) w= A (s) в p= A-key 


du (52) = ар (2) du (аз) = А (9) dp (a)  du(r-1)—A (2-1 dp (x). 


Если f и-интегрируемо, то 


| f (sz) du (2) = | f (x) ар (2) | f (as) du (x) =A (s)-1 | f (x) ар (2) 


| ren лаве = | Ре ар (о 
Если ACG ц-пнтегрируемо, то 


μ (54) = p (A) и (As) = Δ (s) в (4). 
2) Имеем 
0 (s)v=v у ($) у=А ($) v v=A.v 
dv (xs) = dv (x) dv (5-1α) = Δ ($) dv (x) dv (x-1) =A (x) dv (x). 


Если f у-интегрируемо, то 


| f (zs) ау (4) = \ f (x) dv (x) \ f (sx) dv (x) =A ($) | f (x) dv (x) 


\ f (2-1) A (x) dv (x) = | f (x) dv (x). 
Если ACG у-интегрируемо, то 
у (As) =v (A) у (SA) =A (3-1) v (A). 
3) у пропорционально Arl-u, и пропорционально A-v. 


ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СВЕРТКИ 


I. Случай существования свертки и * V двух мер: 


(а) + определяется при помощи непрерывного отображения 
φ: ХХУ-—7: 

и, У ограничены (тогда u * V ограничена и || иж || < |в||-[|\]|). 

ци, у имеют компактный носитель (тогда 1 *v имеет компактный 
носитель и Supp (и * V) C @ (Supp в X supp ν)) 


(b) * определяется при помощи группы, действующей непрерывно 
слева в пространстве: и имеет компактный носитель, V произвольна. 


(с) + определяется при помощи умножения в группе С: 
одна из двух мер имеет компактный носитель. 


и, УЕМР (С) (тогда и *УЕМ? (С) и us vil <liu Il Il vIlD. 


II. Случай существования свертки u κ f меры и функции: 

(а) + определяется при помощи группы С, действующей непре- 
рывно слева в пространстве X, наделенном такой мерой PB > 0, что 
y ($) В=Х (51, .) В, где χ непрерывно: 

и имеет компактный носитель, f локально В- erinnere (если f 
непрерывна, TO и *f непрерывна; если f непрерывна и имеет компакт- 
ный носитель, U κ f непрерывна и имеет компактный носитель). 

G действует совершенно в X, f € H(X) (u * f непрерывна). 


(b) Х ($, -) ограничены; пусть р (9) = sup x (571, 1:9): 

wEeMP(G), fEL®(X, В) (тогда р * ГЕ Г (xX, В); если EG (Х), 
pa fe GX (X); если 1 Е ὅν (X), px f CH (X)). 

we MP 7 (6), FEL? (X, В), где 1/p-+4/q—4 (тогда p «᾿ξ LP (X, В) 
π||μ«}||ρ«ς|}μ| oa ll Ff Йр)- 


III. Случай существования свертки f*g двух локально В-интегри- 
руемых функций (В — относительно инвариантная мера > 0 на группе G 
с левым мультипликатором χ и правым Y'): 


f или g непрерывна, f или с имеет компактный носитель (тогда 
Î * = непрерывна; если f, #60 (G), то {ЕЕ KH (G)). 
ix "Чел (6, В) u ge LP(G, В) (1/р--1/9=14) (тогда f *g 6 LP (G, В) 
и ||f*g II» <| fy 1/9 Ila [= |»). 
FEL” (С, В) и gy’ "ЧЕЛ (С, В) (тогда «gE ГР (С, B)ulifxellp< 
<I flip lex’ 9 [0. 
ТЕГА (6, В) и gE @°® (@) (соотв. H(G)) (тогда rg € GX (G) 
(соотв. X (G))). 
FESR (G) (соотв. HG) и gyleLi(G,ß) (тогда FrgE E~ (6) 
(соотв. HF (G))). 
[Е ГР (С, В), gE LUG, В), где 1/p+4/q=1, 1<p<-+ 0, В лево- 
инвариантна (тогда {#869 (G) и | 1*Е|5<|] Ip || 6 |). 
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Н. БУРБАКИ 
ЭЛЕМЕНТЫ 


МАТЕМАТИНИ 


ПЕРВАЯ ЧАСТЬ 


|. Теория множеств 
|. Алгебра 
||. Общая топология 
IV. Функции действитель- 
ного переменного 


\У. Топологические век- 
торные пространства 

VI. Интегрирование 
ВТОРАЯ ЧАСТЬ 


(без номера). 


Группы и алгебры Ли 
Книга (без номера). 
Коммутативная алгебра 
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